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Введение

Среди всех актуальных направлений в исследовании дифракции акустических волн особое 
место занимает изучение влияния характеров неоднородности упругих тел на их звукоотра-
жающие свойства. Уменьшения или увеличения, в некотором смысле, рассеяния звука можно 
достичь путём использования непрерывно-неоднородных покрытий. Как правило, в боль-
шинстве более ранних работ в качестве рассеивателей рассматривались тела цилиндрической 
и сферической форм с радиально-неоднородными покрытиями. Алгоритм решения подобных 
задач приведён, например, в работе [12]. Примеры решения задач дифракции на телах простой 
формы с радиально-неоднородными покрытиями — в работах [2, 5, 8–11].

Случаи более общего вида неоднородности рассматривались куда реже. Как правило, ана-
литическое решение тогда заметно усложняется. Зачастую для решения задач с покрытиями, 
имеющими сложный тип неоднородности, приходится использовать численные методы. К при-
меру, в [4, 7] для решения задач дифракции используется метод конечных элементов. Несмотря 
на удобство применения численных методов, поиск аналитических решений задач рассеяния 
акустических волн для более широкого класса неоднородностей остаётся важной задачей.

В данной работе приводятся постановка и алгоритм аналитического решения задачи рассе-
яния плоской акустической волны на абсолютно твёрдом цилиндре, покрытом упругим слоем, 
параметры которого зависят от координаты, соответствующей угловому направлению.

1. Постановка задачи

Рассматривается бесконечный круговой абсолютно твёрдый цилиндр радиуса 0 ,r  с кото-
рым связана прямоугольная декартова система координат ,x  ,y  .z  Ось Oz  является осью ци-
линдра. Также используется цилиндрическая система координат ,r  ,ϕ  ,z  связанная с декарто-
вой посредством соотношений cos( ),x r ϕ=  sin( ).y r ϕ=

Цилиндр имеет упругое неоднородное покрытие с внешним радиусом 1,r  плотностью 
( , )rρ ϕ  и постоянными Ламе ( , ),rλ ϕ  ( , ).rµ ϕ  Параметры материала покрытия непрерывно за-

висят от пространственных координат.
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Цилиндр с покрытием окружён идеальной жидкостью с плотностью fρ  и скоростью звука 
,c  в которой распространяется плоская гармоническая звуковая волна давления с амплитудой 
,A  круговой частотой ω  и волновым числом :k cω=

	 ( )0 exp .p A kx tω= − 	 (1)
Требуется отыскать рассеянное волновое поле 0.sp p p= −

2. Математическая модель

Математическая модель поставленной задачи дифракции включает уравнения, описываю-
щие волновые процессы в жидкости и покрытии, а также граничные условия между данными 
областями.

Уравнением, описывающим движение идеальной жидкости в случае распространения в 
ней гармонических колебаний, является однородное уравнение Гельмгольца [1, 13]:

	 2 0.p k p∆ + =
Так как уравнению удовлетворяют и первичное 0 ,p  и результирующее p  волновые поля, 

то, ввиду однородности, ему удовлетворяет и рассеянное поле:
	 2 0.s sp k p∆ + = 	 (2)
С учётом условий излучения на бесконечности [13], решение (2) ищется в виде бесконеч-

ного ряда

	 ( ) ( )exp .s m m
m

p a H kr imϕ
+∞

=−∞

= ∑ 	 (3)

Здесь mH  — функция Ханкеля первого рода порядка m  [14]; ma  — числовые коэффициен-
ты рассеянной волны, подлежащие определению.

Движение частиц неоднородного покрытия цилиндра описывается общими уравнениями 
движения сплошной среды [3, 6], которые в случае гармонических колебаний имеют вид
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Используя закон Гука [3] и определение тензора деформаций Грина, можем выразить ком-
поненты тензора напряжений через смещения частиц неоднородного покрытия:
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	 (5)

На внутренней границе покрытия (с жёстким цилиндром) должно выполняться краевое 
условие отсутствия смещений:

	
0 0

0.r r r r r
u uϕ= =

= = 	 (6)

На внешней границе покрытия (с жидким пространством) должны выполняться краевые 
условия свободного проскальзывания:
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1
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=
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3. Решение задачи

Параметры материала покрытия, являющиеся периодическими функциями координаты ,ϕ  
представимы в форме экспоненциальных рядов Фурье:

	 ( ) ( ) ( )exp exp exp .m m m
m m m

im im imρ ρ ϕ λ λ ϕ µ µ ϕ
+∞ +∞ +∞

=−∞ =−∞ =−∞

= = =∑ ∑ ∑ 	 (10)

Коэффициенты ,mρ  mλ  и mµ  могут быть вычислены по формуле:

	 ( ) ( )1 exp .
2m im d

π

π

χ χ ϕ ϕ ϕ
π −

= −∫
Функция χ  — любая из функций ,ρ  ,λ  .µ  Аналогично, в виде экспоненциальных рядов 

Фурье можно представить компоненты смещений и напряжений покрытия:
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Здесь ( ) ,r
mv  ( ) ,mv ϕ  ( ) ,rr

ms  ( ) ,ms ϕϕ  ( )r
ms ϕ  — неизвестные коэффициенты. Подставляя (11)–(12) в (5), 

получим для каждого целого :m
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Индекс q  здесь и далее используется для сокращённой записи разности ( , ) .q m n m n= −  
Подставляя (11)–(12) в (4), получим для каждого целого :m
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Подставляя (14) в (16)–(17), исключим из последних уравнений ( ):ms ϕϕ
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Перед рассмотрением граничных условий отметим, что падающая волна (1) может быть 
разложена в ряд по цилиндрическим функциям [Шендеров]:

	 ( ) ( )0 exp .m
m

m
p Ai J kr imϕ

+∞

=−∞

= ∑ 	 (20)

Здесь mJ  — функция Бесселя порядка m  [Справочник]. Подставим (11)–(12), (20) в гра-
ничное условие (7) и выразим из полученной формулы :ma
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Далее, подставим (11)–(12), (20)–(21) в граничное условие (8):

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )
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1

0.rr r mm m
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m
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Граничные условия (9) и (6) принимают вид:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 00 0 0.rr r
m m ms r v r v rϕ= = = 	 (23)

Решение краевой задачи (13), (15), (18)–(19), (22)–(23) позволяет определить значения 
( )

1( )r
mv r  для каждого целого m  и, как следствие, значения ma  по формуле (21). Таким образом, 

рассеянная волна (3) определена.

Заключение

Описанный в работе алгоритм определения рассеянной волны позволяет исследовать за-
висимость звукоотражающих свойств цилиндрических объектов от характера неоднородно-
сти их материала — в случае, когда значения параметров изменяются не в радиальном направ-
лении, а в угловом.
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Аннотация. Анализируется поведение слабого возмущения трансзвукового неклассиче-
ского пограничного слоя при отклонении направления распространения возмущения от 
направления основного течения. Исследование проводится на регуляризованной модели 
нестационарного свободного вязко-невязкого взаимодействия.
Ключевые слова: газовая динамика, математическое моделирование, трансзвуковые те-
чения, аналитические методы, вязко-невязкое взаимодействие, пограничный слой.

Переход от анализа задач газовой динамики в одномерной постановке к двумерной позво-
ляет выяснить важные особенности развития слабых возмущений в газовом потоке, однако 
совпадение направлений распространения возмущения с направлением течения основного 
потока все же является исключительным. Насколько существенен учет различия указанных 
направлений для характера развития возмущений, определяющего важнейшее качественное 
свойство потока, его устойчивость?

Устойчивость пограничного слоя при трансзвуковом обтекании полуплоскости ниже ис-
следуется с использованием регуляризованной трехпалубной модели нестационарного сво-
бодного вязко-невязкого взаимодействия [1] при следующих условиях: невозмущенное тече-
ние считается установившимся одномерным вдоль оси õ  в направлении вдоль обтекаемой 
полуплоскости ортогонально к её границе; профиль скорости невозмущенного течения в по-
граничном слое выбирается линейным по высоте слоя и постоянным по его ширине и в на-
правлении течения; невозмущенное давление полагается постоянным

	 0 ,u y=    0 0,v =    0 0,w =    0 const.p =
В базовой системе уравнений Навье — Стокса [2] производится преобразование независи-

мых переменных
	 ,Lx x=    1/3 ,Ly yε −=    ,Lz z=    2/3 ,Lt Utε=    1ε  	 (1)

и переход к безразмерным искомым параметрам
	 2/3 ...,u U uε= +    ...,v Uvε= +    2/3 ...,w U wε= + 	 (2)
Выбор однородного масштаба обезразмеривания в плоскости ,x  z  подразумевает равно-

значность обоих этих направлений. После выполнения преобразований (1), (2) и оставления 
лишь старших по ε  членов в уравнениях Навье — Стокса в предположении несжимаемости 
течения из исходной системы следуют уравнения нестационарного несжимаемого погранич-
ного слоя, описывающие течение вблизи обтекаемой полуплоскости (ниже и для независи-
мых, и для зависимых переменных используются общепринятые обозначения)

0,x y zu v w+ + =    ,t x y z x yyu uu vu wu p u+ + + = − +    0,yp =
.t x y z z yyw uw vw ww p w+ + + = − +

(3)

Вдали от обтекаемой полуплоскости невязкое нестационарное трансзвуковое течение при-
ближенно можно считать безвихревым и для его описания в соответствии с регуляризованной 
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трехпалубной моделью [ 3 ] использовать линейное регуляризованное уравнение Линя — 
Рейсснера — Цяня (ЛРЦ) для потенциала скорости ( , , )t x yφ  

	
1 1

2 0,tt xt xx y y zzKεφ φ φ φ φ∞+ + − − =    2( 1) / const,K M ε∞ ∞= − = 	 (4)
где M∞  — число Маха невозмущенного течения, сущность регуляризации будет пояснена 
ниже. Заметим здесь, что выбранные ортогонально обтекаемой поверхности оси ,y  1y  имеют 
разное масштабирование в разных по удалению от обтекаемой поверхности областях течения 
(«палубах»).

Внешнее невязкое течение и пограничный слой в трехпалубной модели разделяет некото-
рое переходное течение. Вывод уравнений, моделирующих эту область свободного вязко-не-
вязкого взаимодействия, из уравнений Навье — Стокса и их интегрирование в связи с соот-
ветствующими граничными условиями проведены ранее [4] (заметим здесь, что растяжение 
осей координат в работе [4] было отличным от принятого здесь, оно было одинаковым по ,y  z 
и меньшим в 3 раза по x). Приведем здесь только следующие из общего анализа соответству-
ющие условия сращивания:

	 ( , ,0, ) ( , , ),x t x z p t x zφ = −    
1
( , ,0, ) ( , , )y xt x z A t x zφ = −  при 1 0y →

	 0 ( , , )u u A t x z→ +  при y →∞
где ( , , )A t x z  — функция мгновенного смещения линий тока переходного течения. 

На поверхности обтекаемой полуплоскости выполняются условия прилипания и непроте-
кания

	 ( , ,0, ) 0,u t x z =      ( , ,0, ) 0,v t x z =      ( , ,0, ) 0.w t x z =
Рассмотрим поведение слабых нестационарных возмущений такого рода течения. Примем, 

что приходящие возмущения отсутствуют
	 :x →−∞  , 0, 0, constu y v w p→ → → →  

и потребуем ограниченность возмущений на выходе из исследуемой области 
	

1
0,yφ →    1 .y →∞

Пусть в начальный момент времени возмущения также отсутствуют 
	 0:t =  , 0, 0, const.u y v w p= = = =
Решение задачи сводится к поиску решений линеаризованной системы уравнений (3)

	 1 1 1 0,x y zu v w+ + =      1 0,yp =      0
1 0 1 1 1 1 ,t x x yy

duu u u v p u
dy

+ + = − +      1 0 1 1 1t z z yyw u w p w+ = − +

будем искать решения в гармоническом по всем, кроме y, независимым переменным виде
	 ( )( )~ exp ,t i kx lzω + +

где ω  — комплексное число, ,k l  — положительные действительные числа, зависимость от 
координаты y  положим общего вида. Обнаружение положительных действительных ω 
( 0)Real ω >  будет означать рост слабых возмущений течения. 

Дисперсионное соотношение (ДС) ( )kω ω=  в этой задаче имеет вид 

	
1/3 7/3

2 2 2

1 ,
( )

dAi i k
d ik k K lAi d ζζ εω ωζ ζ

∞
=Ω ∞

Ω

=
+ − +∫

	 (5)

где 2/3/ ( ) ,ikωΩ =  2 2/3(1 ) / ,K M ε∞ ∞= −  Ai  — функция Эйри. Классическая модель [4, 5] даёт 
ДС в виде 

	
1/3 7/3

2 2

1

( )

dAi i k
d ik k K lAi d ζζ ωζ ζ

∞
=Ω ∞

Ω

=
− +∫

	 (6)
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как видно ДС (5,6), полученные по регуляризованной и классической трехпалубным моделям, 
различаются наличием/отсутствием в них члена с .ε

Суть регуляризации [3] классической модели нестационарного свободного вязко-невязко-
го взаимодействия [1] для трансзвукового диапазона заключается в сохранении в уравнении 
ЛРЦ (4) при его выводе из полных уравнений для потенциала сингулярного члена трансзвуко-
вого разложения со второй производной по времени. Полученное таким образом уравнение 
возникает, как видно, естественным образом, его удобно называть регуляризованным уравне-
нием ЛРЦ, оно невырожденное гиперболическое и описывает распространение возмущений в 
поле течения во всех направлениях. 

Для прямых волн имеем ДС вида

	
1/3 7/3

2 2

1 .
( )

dAi i k
d ik k KAi d ζζ εω ωζ ζ

∞
=Ω ∞

Ω

=
+ −∫

	 (7)

Сравнение зависимостей (5) и (7) показывает полное совпадение их вида при введении в 

(5) эффективного трансзвукового параметра 
2

* ,lK K
k∞ ∞

 = −  
 

 он будет соответствовать K∞ 

при .l  Таким образом имеет место прямая аналогия поведения волн различных направлений. 
Величина угла распространения косого возмущения (определяемая l) изменяет величину 
трансзвукового параметра, соответствующего прямым волнам. 

Заключение

Проведенный анализ обнаруживает определенное соответствие условий распространения 
плоских и косых (под углом к направлению основного течения) возмущений при соответству-
ющих значениях скорости основного течения. Использование регуляризованной модели не 
дало качественного нарушения аналогии результатов для плоского и пространственного (в 
смысле учета разницы направлений распространения возмущения и течения основного пото-
ка) режимов.
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АНАЛИЗ ОБЩЕГО ПОЛОЖЕНИЯ РАЗЛЁТА ЭЛЕМЕНТОВ
И ПРЯМОТОЧНОЙ УСТАНОВКИ

Балтийский государственный технический университет «ВОЕНМЕХ» им. Д. Ф.Устинова

Д. О. Богданюк, А. В. Панченко

Аннотация. Рассматривается класс определённых задач, основным объектом которых 
является система из одного или нескольких разновидностей летящих объектов, связан-
ных некоторым специальным образом. Некоторые элементы в процессе, тем или иным 
способомотсоединяются или разъединяются и удаляются друг от друга. Тема работы ос-
нована на большом количестве подобных практических задач. Представляется несколь-
ко основных целей — аэродинамика связанных объектов и взаимное аэродинамическое 
воздействие, благоприятный прогнозируемый разлёт элементов, прогнозируемая нута-
ция объекта для требуемого разлёта элементов, выявление характеристик систем, умень-
шения негативных явлений.
Ключевые слова: аэробаллистика, разделяющиеся элементы, разлёт элементов, донное 
извлечение, разлёт крышек, ракетно-прямоточный двигатель, артиллерийский снаряд, 
конструктивная схема, двухфазные течения, численное моделирование, течение газа с ча-
стицами, газовзвеси, взаимодействие частиц и газа, зона расширения вакуумныхструй, 
сопловое течение.

Введение

В различных технических устройствах, в разнообразных процессахи технологиях, в ко-
торых существенными являются факторы газодинамической нестационарности, понимание 
особенностей, которые приносит эта нестационарность, и разработка средств управления па-
раметрами этих явлений представляют основу разработки новых и модернизации существу-
ющих устройств и технологий, в том числе и адаптивных технологий создания материалов 
с управляемыми свойствами. В силу этого тема научного исследования, в котором осущест-
вляется разработка методов и средстврешения новых задач нестационарной газодинамики, в 
которых в существенной мере проявляются многодисциплинарные процессы газодинамики, 
аэроакустики, двухфазности и тепломассопереноса.

Существует большой пласт систем, применяемых для поражения элементами, заградитель-
ного и маскирующего использования, противследящего эффекта. Чаще всего такие элементы 
являются системами из множества небольших элементов, то есть носителями с некоторым 
количеством разделяющихся элементов на части. Всвою очередь некоторая часть содержит пе-
реносимое и используемое специальное содержимое. Небольшие элементы упаковываются и 
извлекаются разнымиспособами, что определяет особенность конструкции носителя. Донное, 
концентрическое извлечение, по потоку, против потока, вбок от потока.

Извлекаемые элементы имеют, в свою очередь, тоже различные конструкции иособенно-
сти. Существуют элементы цилиндрические с раскрываемым оперением и без, сферические и 
иной конструкции. В зависимости от массогабаритных характеристик и поставленной задачи 
определяется способдоставки до цели и количество элементов или извлечение по потоку [1–3].

Проектирование элементов включает в себя задачи, связанные с выданной конструкцион-
ной схемой или наличия определённых готовых элементов и подбор конcтрукции, соответ-
ственно под эти данные. Например, сохранение определенных размеров, входного диффузора 
и особенностей профиля сопла, в котором возникают изменения скорости потока. Или рас-
смотрение систем с наличием центрального тела. В том числе возникают газодинамические 
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явления в некоторых конструктивных полостях после сгорания топлива. А также наличие не-
которых конструктивных элементов, вносящих возмущения в поток.

Объектом исследования является некоторая вытянутая система кассетного типа. Конструк-
ция рассматриваемого изделия имеет встроенный прямоточный сопловой блок, с топливом в 
головной конусной части. Головная часть имеет различные варианты исполнения. Конусная 
головная часть может разделятьсяперегородкой: в одной части, близлежащей к сопловому 
блоку находиться топливо, во внешней части может быть расположено специальное вещество. 
Концентрически расположенные шахты коаксиально сопловому блоку. Внутри каждой шахты 
содержатся некоторые элементы. В каждой шахте помещаются 3 таких элемента. Существуют 
разные компоновки систем элементов. Возможноисполнение системы с различным временем 
выхода из шахты каждого элемента, или выход всех элементов, находящихся в шахте, а так же 
различное время начала использования каждой шахты. Возможен попарный вылет элементов 
из противоположно расположенных шахт.

Круг задач рассматривается с газодинамической точки зрения и решается с использовани-
ем программных средств и современных технологий вычислений и перестроения сеток.

1. Прямоточный реактивный двигатель в артиллерийском снаряде

Идея создания прямоточного воздушно-реактивного двигателя (ПВРД) была выдвинута 
французским инженером Рене Лореном около 1907 года и подробно описана в статьях, опу-
бликованных в журнале «Аэрофиль» за 1913 год [4]. Никаких попыток применить своё изо-
бретение Лорен непринимал.

Использование ПВРД в артиллерийских снарядах было впервые предложено в патенте вен-
герского ученого Альберто Фоно в 1915 году [4].

В России и СССР теоретическим и инженерным исследованиям этой схемы двигателя за-
нимался Ф. А. Цандер. Первые упоминания о ВРД у негоимеются в стенограммах, датирован-
ных 1922 годом [5]. В нашей стране идею применения ПВРД на твердом топливе в артилле-
рийском снаряде использовали Ю. А. Победоносцев и М. С. Кисенко, которые отрабатывали 

Рис. 1. Исследуемый снаряд в разрезе. Конструкция снаряда с ПВРД 76-мм [6]
А — схема; Б — конструкция; В — задняя часть снаряда с заглушкой; 1 — оживальная часть; 
2 — топливная шашка; 3 — корпус снаряда; 4 — заглушка; 5 — сопло; 6 — свободная полость 

для размещения полезного груза; 7 — входной канал; 8 — входное отверстие для воздуха
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ПВРД на базе 76-мм артиллерийского снаряда, топливом для ПВРД которого служил белый 
фосфор. Начиная с июля 1933 по 1935 год проводятся испытания снарядов, в ходе которых 
достигаются скорости полета до 2 М [6]. На рис. 1 представлен исследуемый снаряд в разрезе 
на его элементы. Целью экспериментов была отработка ПВРД на твердом топливе для после-
дующегоиспользования в ракетной технике.

Типичным рассматриваемом представителем является изделие 9М27К или 9Н128К, пред-
ставленное в полном виде, включая срез на рисунке 2 [7]. В том числе существуют системы, в 
которых рассматривается длинная камера сгорания для лучшего горения топлива изделий с 
ПВРД и РПД. Представленные изделия в патентах [8, 9] лишь частично удовлетворяют требо-
ванием. Схемы, созданные в БГТУ ВОЕНМЕХ имеют перспективную схему, представленную 
в трудах Кэрта Б. Э. [10–12].

Чертёж мной рассматриваемого изделия со срезом представлен на рис. 2.
Произведены некоторые расчёты вылета элементов из типичного изделия. Некоторый мо-

мент аэродинамического обтекания объекта представлен на рис. 3.

Требуется обратить большое внимание на момент вылета элементов из, в данном случае, 
донной части изделия. Вылетающие элементы имеют различные воздействия. Кроме взаимо-
действия с основным изделием, могут, провялятся явления между вылетающими элементами, 
струёй сопла, некоторыми вылетающими крышками. [13]

2. Гидроаэродинамическое обтекание некоторого изделия

В данном разделе представлены результаты некоторого аэродинамического обтекания из-
делия.

Рис. 2. Типичное изделие 9Н128К [7]

Рис. 3. Модель рассматриваемого условного изделия
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Выполнена разработка программы расчёта соплового и засоплового течения методом Го-
дунова и маршевым методом. Пример расчёта представлен на рис. 4.

На рис. 5 представлен момент некоторой работы двигательной установки.

На рис. 6 представлен расчёт в некоторый момент вылета элемента из изделия.

Заключение

Выполнены расчёты ряда обтеканий объектов и отстыкуемых объектов. Выполнен анализ 
поведения работ.
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непосредственно его сопловой части
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АНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЁТ КОЭФФИЦИЕНТА ЛОБОВОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 
ДЛЯ ТЕЛА КАПЛЕВИДНОЙ ФОРМЫ

Московский авиационный институт (Национальный исследовательский университет)

С. О. Гладков, Н. С. Нагибин

Аннотация. В данной работе изложена методика модельного расчёта коэффициента ло-
бового сопротивления для тела каплевидной формы.
Ключевые слова: каплевидное тело, гидродинамическое сопротивление, аппроксимаци-
онный подход, динамическая вязкость, число Рейнольдса.

Настоящая работа посвящена моделированию коэффициента лобового сопротивления 
для обтекаемого тела формы капли. Согласно данным, приведённым в монографии [1], такая 
форма должна обеспечивать идеальное обтекание потоком. 

В основу исследования положены результаты, представленные в работе [2]. Аналогично 
указанному источнику, мы ограничиваемся анализом центрального сечения симметричного 
тела с конечной толщиной. Контур сечения описывается посредством специальной функцио-
нальной зависимости ( ).xη

Согласно стандартному определению [1] коэффициент лобового сопротивления xC  введем как 

	 2

2 ,x
x

FC
u Sρ

= 	 (1)

где ρ — плотность континуума, u — скорость течения, S — полная площадь поверхности, xF  — 
сила сопротивления. 

Для расчёта силы сопротивления xF  используется соотношение:

	
0

2 ,
a

xF hua Hdxµ= ∫ 	 (2)

где µ  — динамическая вязкость, u  — скорость гидродинамического потока.
Согласно [2], подынтегральная функция имеет вид: 

	
2 2

2 2

1 22 1 1 ,

x

x aH G G G G G
x x x x a x ηξ

η η ηη η
=

     ′ ′ ′ ′′= + + − − − +     
     

	 (3)

при этом зависимость 

	 ( )
( ) ( )2 2

1 .Re1 1 arctg
4

G
C

ξ
ξ ξ ξ ξ

=
 + − + + 

	 (4)

Аргумент этой функции задан в виде ( ) ,x
x

ηξ =  а C  — безразмерная константа.

Для упрощения расчётов применяется аппроксимационный метод, предложенный 
Л. Д. Ландау. В рамках этого подхода зависимость ( )xη  аппроксимируется модельной функцией

	 ( ) ,
x
ax xe

α
η

−
= 	 (5)

где α  — некоторая безразмерная феноменологическая константа.
Данный метод особенно эффективен при работе со сложными функциональными зависи-

мостями, для которых затруднительно получить строгое аналитическое решение. Использо-
вание аппроксимации (5) существенно упрощает вычисления. Подставляя (5) в (2), получаем:
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	 2
2

0

1 1 12 2 1 .
a x

aS xe dx a e
α α

α α α
− −  = = − +    

∫ 	 (6)

После подстановки выражений (6) и (5) в (4) приходим к соотношениям вида 

	

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2

4 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

,
0, 25Re

R 4 Re
,

2 0,25Re

tG t
fC t f tf t f arctg
t

ft t f t Cf t farctg
tG

fa t f C t f tf t f arctg
t

ξ

=
  + − + +     

  + − +     ′ =
   + + − + +      

	 (7)

где ,xt
a

=  а ( ) .tf f t te α−= =

Далее, после ряда преобразований, получаем

	 ( )

( )2

2

,

1 ,

2
.

t

t

t

ate
d t e
dx

t ed
dx a

α

α

α

η
ηη α

α αηη

−

−

−

=

′ = = −

−
′′ = =

	 (8)

С учётом приведённых соотношений, выражение для коэффициента лобового сопротив-
ления принимает вид

	 ( )2

2 2 ,
Re

x
x

F hC J
u S a

ξ α
ρ

= = 	 (9)

где Re au
ν

=  — число Рейнольдса, а 
( )

2

( ) .
1 1 e α

αξ α
α −

=
 − + 

В общем виде

	 ( )
1

0

,Re, , ,J H t C dtλ= ∫ 	 (10)

где подынтегральное выражение после довольно трудоемких вычислений может быть приве-
дено к виду 

	 ( ) ( )
2

1 2
2,Re, , 2 ,

2

t
t eH t C e

α
α ϕ ϕαλ α α

ψ ψ

−
−= − − + 	 (11)

где безразмерные функции находятся как 

	

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

1 1 2 2

2 2 2 2
2 2 2

2 2

1 1
, ,

1
Re Re, , ,Re 1 4 1 ,

, , 1 .

t

t

t
t t t t

t t t

t e
e

eC e Ce e arctg e
t t

C C e arctg e e

α

α

α
α α α α

α α α

α λ
ϕ ϕ α λ

λ
λϕ ϕ α λ λ λ λ λ

ψ ψ α λ λ λ λ

−

−

−
− − − −

− − −

+ − −
= =

+

 = = + − + + 

 = = + + + 

	 (12)

Линейные размеры тела учитываются с помощью безразмерного параметра .b
a

λ =  В итоге 

получаем окончательную аналитическую формулу для коэффициента лобового сопротивления 
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( )( )

( ) ( )

2

22 2

2 arctg
.

2 Re 1 arctg 1
x

hC
l C

ξ α λ λλ

λ λ λ λ

−
=

 + + + + 

	 (13)

В предельных случаях имеем:
1. Если 1,λ   то есть продольный размер тела значительно превышает его поперечный 

размер, а именно ,a b  коэффициент лобового сопротивления, как это и должно быть, стре-
мится к нулю по параболическому закону

	 ( )
2

2
2 ~ .

Rex
hC

l C
λ ξ α λ≈ 	 (14)

2. Согласно зависимости (3.21), применимость данной формулы ограничена условием 
2.λ <  Когда масштаб неоднородности приближается к линейному размеру тела, из формулы 

(13) следует, что коэффициент лобового сопротивления для тела такого вида будет иметь вид

	 ( )
22

2 .
Re

l
a

x
hC e

l C
α

λ ξ α
−

≈ 	 (15)

Заключение

1. Предложен аппроксимационный подход для вычисления коэффициента лобового со-
противления каплевидного тела, сечение которого имеет конечную ширину .h

2. Анализ полученной формулы указывает на качественно корректную трактовку результата.
3. Рассмотрены два предельных случая, возможных при обтекании тел.

Рис. 1. Предельный случай № 1

Рис. 2. Предельный случай № 2
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А. Г. Деменков1,2, Г. Г. Черных3

Аннотация. С применением модифицированной двухпараметрической математической 
модели, основанной на алгебраических представлениях Роди рейнольдсовых напряже-
ний выполнено численное моделирование течения в плоском турбулентном следе за те-
лом в пассивно стратифицированной жидкости. Обсуждается вопрос о локально равно-
весном усечении уравнений переноса вертикальной компоненты вектора потока массы и 
дисперсии турбулентных флуктуаций плотности. Осуществлено сопоставление законов 
автомодельного вырождения характеристик поля плотности в классическом турбулент-
ном следе за буксируемым цилиндром и безымпульсном турбулентном следе. Выполнены 
численные эксперименты, демонстрирующие появление значительных погрешностей при 
локально равновесном усечении уравнении переноса дисперсии флуктуаций плотности.
Ключевые слова: плоский турбулентный след в пассивно стратифицированной среде, 
полуэмпирические модели турбулентности, математическое моделирование.

Введение

В связи с изучением турбулентного перемешивания в глубоководных стратифицирован-
ных водоемах, морях, океанах и атмосфере представляет интерес модельная задача о плоском 
турбулентном следе в пассивно стратифицированной среде. Невозмущенная жидкость  стра-
тифицирована, но эффекты воздействия силы тяжести пренебрежимо малы, и стратификация 
не оказывает влияния на гидродинамику течения. Задача о плоском турбулентном следе в пас-
сивно стратифицированной среде интересна также в связи с разработкой и совершенствова-
нием различных технических устройств.

Анализ результатов известных работ по экспериментальному и математическому модели-
рованию плоских турбулентных следов в пассивно стратифицированной среде [1–6] указывает 
на недостаточную изученность  автомодельности вырождения характеристик поля плотности 
и совместных одноточечных корреляций поля скорости и плотности в следах с варьируемыми 
значениями суммарного избыточного импульса. Недостаточно изученным является также во-
прос о применимости локально равновесного усечения уравнения переноса дисперсии турбу-
лентных флуктуаций плотности. Исследованию этих вопросов посвящена настоящая работа.

1. Постановка задачи

Для описания течения в дальнем плоском турбулентном следе в пассивно стратифициро-
ванной среде воспользуемся следующей математической моделью [4–9]:

	 1 1
0 = ,t

U UU
x y y

ν
 ∂ ∂∂
 ∂ ∂ ∂ 

	 (1)

	 0 = ,t
e eU P
x y y

ν ε
 ∂ ∂ ∂

+ − ∂ ∂ ∂ 
	 (2)
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ε

νε ε ε ε
σ
 ∂ ∂ ∂

+ − ∂ ∂ ∂ 
	 (3)

	 1
0 = ' ' ,U v

x y
ρ

ρ
∂ ∂

−
∂ ∂

	 (4)

	 2
0 1 1

' ' ' '
= ' ' ' ,T

v v
U K v C v

x y y y eρ

ρ ρ ρ ε ρ
∂  ∂  ∂∂

− − ∂ ∂ ∂ ∂ 
	 (5)

	
2 2 2

0 2

' ' '
= 2 ' ' .TU K v C

x y y y eρ

ρ ρ ρ ερ
ρ

 ∂ ∂ ∂∂   − −
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 (6)

В уравнениях(1)–(6) величина 1U  — дефект продольной осредненной компоненты скоро-
сти (в классическом следе за цилиндром [10] 1 0 ,U U U= −  0U  — скорость невозмущенного 
потока; в следе с нулевым избыточном импульсом [11] 1 0;U U U= −  e  — кинетическая энер-
гия турбулентности; ε  — скорость диссипации энергии турбулентности; 1ρ  — осреднён-
ный дефект плотности: 1 ( ),s yρ ρ ρ= −  0( ) (1 )s y ayρ ρ= −  — распределение плотности не-
возмущённой жидкости, 0 (0);sρ ρ=   — знак осреднения, ' 'v ρ  — вертикальная 
компонента вектора потока массы, 2'ρ  — дисперсия турбулентных флуктуаций плотности.

Начало коородинат находится на задней кромке тела; x  — горизонтальная, y  — верти-
кальная оси координат; в уравнениях (1)–(6) в предположении малости отброшены слагаемые 
с молекулярной вязкостью и диффузией. Применчется приближение дальнего следа; плот-
ность жидкости считается линейной функцией температуры. Коэффициенты турбулентной 

вязкости и диффузии задаются следующим образом [7–9]: 
22 1 ,

3t
P eν
ε ε

 = Φ −Φ 
 
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1 ;
1
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− +
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v e
K Cρ ϕ ε

=  
2
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'
;

v e
K Cρ ϕ ε

=  2 2' 1
3

Pv e
ε

 = −Φ 
 

 — нормальное рейнольдсово напря-

жение, 1 2 1 2 1, , , , , , ,T s TC C C C C C C Cε ε ϕ ϕ  — достаточно хорошо известные [7] эмпирические по-

стоянные; 
2

1
t

UP
y

ν
 ∂

=  ∂ 
 — порождение энергии турбулентности за счет градиентов продоль-

ной осреднённой скорости. Уравнения математической модели могут быть обезразмерены с 
использоваиием масштаба скорости 0 ,U  масштаба длины D  — диаметра тела и масштаба 

плотности 0a Dρ  (
0

1 sda
dy
ρ

ρ
= −  — градиент плотности невозмущённой жидкости).

Переменная x  в исследуемых в настоящей работе задачах играет роль времени; в началь-
ном сечении 0=x x  задаются распределения 1, ,U e ε  согласованные  с экспериментальными 
данными [10, 11]; 1ρ  и 2'ρ  полагались нулевыми. Для классического турбулентного следа 
за цилиндром начальные данные задавались при / 625;x D =  для безымпульсного следа при 

/ 15.x D =  Исходя из физических соображений граничные условия полагались следующими: 

	

2
1

1 0

2
1 1 0

'' '
0, 0, ;

' ' ' 0, , .

vU e y x x
y y y y y

U e v y x x

ρρε ρ

ε ρ ρ ρ

∂∂∂ ∂ ∂
= = = = = = = ≥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = = = →∞ ≥

Вычисления проводились на основе конечноразностного алгоритма [6, 8, 9], консерватив-
ного по отношению к закону сохранения суммарного избыточного импульса 

	 0 1 0 0
0

( ) ( ), .J x U dy J x x xρ
+∞

= = ≥∫
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Алгоритм решения задачи сводится к последовательному численному интегрированию 
уравнений математической модели на каждом слое по переменной .x  Граничные условия из 
бесконечности сносились на границу y Y=  прямоугольника 0 ,x x X≤ ≤  0 .y Y≤ ≤  Величина 
Y  выбиралась достаточно большой.

Использовались разнесенные равномерные разностные сетки по пространственной пере-
менной .y  Величины 1,U  ,e  ,ε  2' ,v  1 ,ρ  2'ρ  вычислялись в узлах основной сетки 

( 1) ,i yy i h= −  1,..., ;yi N=  yh  — шаг сетки. Величины вертикальной компоненты вектора потока 
массы ' 'v ρ  находились в узлах вспомогательной сетки ( 0.5) ,i yy i h= −  1,..., .yi N=

2. Результаты расчетов

Динамика плоских турбулентных следов в однородной жидкости  подробно численно ис-
следовалась в работах [3, 7–9, 12–15] (в них можно найти более подробную библиографию). 
Применялись различные модели турбулентности, включая модель Роди [7–9]. Поэтому основ-
ное внимание в настоящей работе уделено характеристикам поля плотности (как уже отмеча-
лось выше, плотность жидкости является линейной функцией температуры).

Будем называть математической Моделью 1 систему уравнений (1)–(6). Если к уравнению 
(5) применить локально-равновесное усечение [7], то для величины вертикальной компонен-
ты потока массы получим хорошо известное алгебраическое представление 

	
2

1

'1' ' .
T

v e
v K

C y yρ

ρ ρ
ρ

ε
∂ ∂

− = =
∂ ∂

	 (11)

При этом уравнение (4) можно переписать в виде 

	 1 1
0 = .sK dU K

x y y y dy
ρ

ρ

ρ ρ ρ∂∂ ∂∂
+

∂ ∂ ∂ ∂
	 (12)

Назовем математической Моделью 2 систему уравнений (1)–(3), (6), (12) с алгебраическим 
представлением (11). В Модели 3 уравнения (1)–(3), (12) аналогичны уравнениям Модели 2; 
дисперсия флуктуаций плотности находится из алгебраического соотношения, являющегося 
следствием локально-равновесного усечения (6) и представления (11) 

	
2

2 2' .
T

e K
C yρ

ρ
ρ

ε
 ∂ 

=  ∂ 
	 (13)

Рис. 1. Сопоставление рассчитанного дефекта плотности с результатами измерений [1] 
и теоретического анализа [2]
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Рассчитанное на основе Модели 1 поле плотности (температуры) сопоставляется на Рис. 1 
с результатами измерений [1] и расчётами по модели вихревой вязкости [2]. Характерный раз-
мер Lρ  определяется следующим образом: 1 1 1 max0

( , ) max ( , ) .
y Y

x L x yρρ ρ ρ
≤ ≤

= =  Кривая 1 — ре-
зультаты настоящих расчётов по модели 1; 2 — соответствует расчётам [2]; 3 — результаты 
обработки экспериментальных данных [1]. Рис. 1 демонстрирует удовлетворительное согласие 
результатов расчётов с результатами других авторов. В значительно более ранней работе с уча-
стием авторов [9] с применением модели, близкой к Модели 1, отмечалось хорошее согласие с 
известными экспериментальными данными по полю температуры в следе за нагретым цилин-
дром в однородной жидкости.

Анализ результатов численного моделирования показывает, что на больших расстояниях 
от тел в пассивно стратифицированной жидкости вырождение турбулентных следов выходит 
на автомодельный режим, характеризующийся соответствующими законами вырождения. 
Для классического турбулентного следа за буксируемым цилиндром в автомодельном режиме 
справедливы представления 1 2( ( )):y L xη =

	

1 10 1 0 2 1 1 31

2 2
4 501 01

10 0 1 1 21

2 2
1 2 0 1 201 01

( ) ( ), ( ) ( ), ( ),

' ' ' ' ( ), ' ' ( );

1 1( ) , ( ) , ( ) ,

' ' ( ) ( ) , ' ( ) .

m

m

U U x H e e x H H

v v H H

U x e x L x xxx
v L x e x const L x x

η η ρ ρ η

ρ ρ η ρ ρ η

ρ

ρ ρ

= = =

= =

=

   

  

	 (14)

a) б)
Рис. 2. Автомодельные представления дефекта плотности, вертикальной компоненты 

вектора потока массы и дисперсии флуктуаций плотности

Для безымпульсного следа (характеристики турбулентного поля скорости вычислены в [15]): 

	

1 10 1 0 2 1 1 31

2 2
4 501 01

1.59 1.384 0.308
10 0 1 1 21

0.384 2 2 0.616
1 2 0 1 201 01

( ) ( ), ( ) ( ), ( ),

' ' ' ' ( ), ' ' ( );

( ) , ( ) , ( ) ,

' ' ( ) ( ) , ' ( ) .

m

m

U U x e e x

v v

U x x e x x L x x

v L x e x x L x x

η η ρ ρ η

ρ ρ η ρ ρ η

ρ

ρ ρ

− −

−

= Θ = Θ = Θ

= Θ = Θ

   

   

	 (15)

Здесь 1 2 ( )L x  — полуширина следов, определяемая из соотношения 1 2 0( , ) ( ,0) / 2 ( ) / 2.e x L e x e x= =  
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Величина аргумента x  в соотношениях автомодельности обычно записывается в виде 
01,x xξ = −  01x  — виртуальное начало; мы полагаем 01 0.x =

a) б)
Рис. 3. Изменение характерных масштабов турбулентности с ростом расстояния от тела

Автомодельные представления дефекта плотности, вертикальной компоненты вектора по-
тока и дисперсии флуктуаций плотности для классического турбулентного следа представле-
ны на Рис. 2а. Кривые 1, 2 — автомодельные распределения дефекта плотности 1 1 2 ,Lρ  рас-
считанные по Моделям 1,2; кривые 3, 4 — автомодельные распределения вертикальной 
компоненты потока массы 0 1 2' ' ( ) ,v e x Lρ  вычисленные на основе Моделей 1, 2; кривые 5, 
6, 7 — автомодельное распределение дисперсии флуктуаций плотности 2 2

1 2' :Lρ  5 — соот-
ветствует Модели 1; 6 — вычисленное на основе Модели 2 с использованием сеточной аппрок-
симации (11)

	
1 11 1

1 1 1
1/2

( ) ( )
' ' ;

2

n nn n
n i i i i
i

y

K K
v

h
ρ ρ ρ ρ

ρ
+ ++ +

+ + +
+

−+
= 	 (16)

7 — результаты, полученные с применением (16) и соотношения (13) (Модель 3)

	

21 1 1 11 1
1 12 1
1 2

1

( ) ( )2 1' .
2 2

n n n nn n
n i i i i
i

i iT y

K K e e
C h

ρ ρ ρ ρ
ρ

ε ε

+ + + ++ +
+ + +

+
+

   −+     = +            
Можно видеть, что локально-равновесное усечение (11) уравнения (5) приводит к заметно-

му, но не столь значительному изменению автомодельных профилей 1ρ  и ' ' .v ρ  Что же 
касается величины 2' ,ρ  определяемой по Модели 3, то отклонения во всей области попереч-
ного сечения (в особенности в окрестности внешней границы) следа весьма существенны. 
Аналогично на рис. 2б приведены автомодельные распределения этих величин для безым-
пульсного турбулентного следа. Можно также видеть значительные отклонения рассчитан-
ных на основе уравнения (6) и алгебраического соотношения (13) автомодельных распределе-
ний дисперсии флуктуаций (кривая 7). Эффекты алгебраического усечения вблизи внешней 
границы здесь менее выражены, что, по-видимому, объясняется быстрым вырождением [8] с 
расстоянием от тела источниковых слагаемых порождения в уравнениях (2), (3). Обращает на 
себя внимание поведение кривых 1,2 на рис. 2. Можно видеть, что максимальные значения 
автомодельных распределений дефекта плотности и в классическом, и в безымпульсном сле-
дах значительно меньше единицы, что соответствует неполному перемешиванию жидкости 
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внутри турбулентного следа. Жидкость в следах остаётся стратифицированной, но со страти-
фикацией, отличной от стратификации невозмущённой среды [16].

Рассчитанные с применением математической Модели 1 характерные обезразмеренные 
масштабы турбулентности в зависимости от расстояния от тела приведены на рис. 3. Рис. 3а 
соответствует турбулентному следу за буксируемым цилиндром; рис. 3б — безымпульсному 
турбулентному следу. Здесь приняты обозначения: 2

0
'ρ  — осевое значение дисперсии флук-

туаций плотности; 0A  — осевое значение масштаба энергонесущих [17] вихрей 
3

22 ;
3
eA ε =  

 
 

1 max
ρ  — максимальное значение дефекта плотности в заданном сечении ;x  

0
' 'v ρ  — осевое 

значение величины вертикальной компоненты вектора потока массы. Характерный масштаб 
длины 2'

L
ρ

 определялся из соотношения 2
2 2

'
' ( , ) 0,5 ' ( ,0) .x L x

ρ
ρ ρ=  Другие масштабы 

турбулентности и объяснение их поведения изложены в [8, 15]. Особенности вырождения 
безымпульсного турбулентного следа сказываются на характеристиках поля плотности. Ре-
зультаты, приведенные на рис. 3, согласуются с соотношениями (14), (15). Анализируя поведе-
ние кривых на этом рисунке, можно видеть, что 2'

L
ρ

 в классическом следе незначительно 
больше 1/2L  на больших расстояниях от тел; в безымпульсном следе эффект более заметен. Это 
обстоятельство было отмечено также в [3]. Что же касается масштаба ,Lρ  то в классическом 
следе 1/2 ;L Lρ <  в безымпульсном масштабы на больших расстояниях эти масштабы практиче-
ски совпадают. Роль математических моделей 2, 3 в динамике характерных параметров может 
быть оценена на основе анализа результатов рис. 2.

Остановимся теперь на вопросе о локально-равновесном усечении [7] уравнений (5), (6), 
приводящем к алгебраическим соотношениям (11), (13). В [5, 6] с применением классической 
двухпараметрической модели турбулентности на основе метода дифференциальных связей 
обоснована применимость локально равновесного усечения дифференциального уравнения 
переноса вертикальной компоненты вектора потока массы (5). Установлено, что при опреде-
ленном ограничении на значения эмпирических постоянных математической модели и при 
согласующемся с математической моделью законе роста временного масштаба это соотно-
шение является совместной дифференциальной связью модели. Показана эквивалентность 
локально-равновесного приближения для вертикальной компоненты вектора потока массы 
равенству нулю скобки Пуассона для обезразмеренных значений коэффициента турбулент-
ной диффузии и осредненной плотности. Приведены результаты численных экспериментов, 
иллюстрирующих теоретические результаты. Вопрос о построении алгебраических аппрокси-
маций представляет интерес прежде всего при разработке многомерных численных моделей 
стратифицированных течений. Важны также понимание механизма усечения уравнений и его 
физико-математический смысл. В выполненных в настоящей работе вычислительных экспери-
ментах оценивались значения отдельных слагаемых уравнений (5), (6). Локально равновесное 
усечение заключается в пренебрежении в предположении малости конвективным и диффузи-
онным слагаемыми этих уравнений. Оказалось, что конвективное и диффузионное слагаемые 
в дальнем следе в уравнении переноса вертикальной компоненты вектора потока массы (5) 
близки к нулю и локально-равновесное усечение этого уравнения, приводящее к алгебраи-
ческому соотношению (11), допустимо. Этот факт согласуется с результатами исследований 
[5, 6]. Что же касается уравнения переноса дисперсии турбулентных флуктуаций плотности 
(6), то оказалось, что значения конвективного слагаемого в поперечном сечении следа не мо-
гут считаться малыми. Локально-равновесное усечение приводит к появлению значительных 
погрешностей при использовании алгебраического соотношения (13), что демонстрируется 
результатами расчетов на рис. 2. Подробное изложение результатов настоящей работы будет 
опубликовано в [18].
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Заключение

В работе построены основанные на неравновесной алгебраической модели Роди [7] рей-
нольдсовых напряжений численные модели дальних плоских турбулентных следов в пассив-
но стратифицированной среде. Выполнен численный анализ автомодельности вырождения 
характеристик поля плотности в классическом турбулентном следе за цилиндром и безым-
пульсном следе. Оценивается возможность локально-равновесного усечения уравнений пе-
реноса вертикальной компоненты вектора потока массы и дисперсии турбулентных флукту-
аций плотности. Дана основанная на вычислительных экспериментах, иллюстрация причин 
появления значительных погрешностей, возникающих при локально равновесном усечении 
уравнения переноса дисперсии турбулентных флуктуаций плотности (6).
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕЙСТВИЯ КОНВЕКТИВНОГО 
И ИМПУЛЬСНОГО ЛУЧЕВОГО ПОТОКОВ НА ТЕПЛОВУЮ ЗАЩИТУ

Томский государственный университет

К. Н. Ефимов, А. С. Якимов

Аннотация. В данной работе проводится численное исследование процесса взаимодей-
ствия материала тепловой защиты с высокоскоростным потоком газа и с импульсными 
высокоэнергетическими пучками. Выявлено наличие различных режимов термохимиче-
ского разрушения теплозащитного покрытия при таких совместных комплексных воз-
действиях конвективного и импульсного лазерного потоков тепла.  Получена информа-
ция о долях вкладов в экранировку высокоэнергетического потока продуктов пиролиза, 
поверхностной абляции и термомеханического разрушения.
Ключевые слова: теплообмен, тепловая защита, термохимическое разрушение, импульсные 
высокоэнергетические воздействия, экранировка, пиролиз, абляция, диспергирование.

Введение

При обтекании высокоскоростным потоком газа тела подвергаются значительным тепло-
вым нагрузкам. Этот эффект может дополнительно усиливаться за счет лучевого потока.  Про-
исходящие при этом физико-химические процессы с материалом тела в свою очередь оказы-
вают влияние на эти эффекты и включают в себя внутренний пиролиз, внешнюю абляцию с 
сублимацией и внешнее диспергирование частиц материала этого тела. Сложный и взаимос-
вязанный характер протекания всех вышеописанных явлений требует проведения численного 
моделирования в сопряженной постановке.

1. Постановка задачи

На рис. 1 представлена геометрия тела, обтекаемого потоком химически равновесного 
воздуха. Сферическое затупление состоит из проницаемого материала для фильтрации ох-
лаждающего воздуха, коническая часть выполнена из сплошного материала. На подветренной 
стороне конической части тела в окрестности плоскости симметрии моделируется область 
«пятна» импульсного высокоэнергетического излучения. Характеристики течения в набега-
ющем потоке находятся из решения квазистационарных уравнений пограничного слоя для 
химически равновесного воздуха при различных режимах течения [1].

Согласно [2] для учета ослабления падающего излучения используется формула аналогич-
ная по виду закону Бугера — Ламберта:

	 ( )( )exp .r wq q vζ ρ
Σ

= − 	 (1)
Процесс излучения описывается ступенчатой функцией времени [3]:

	
2 1

2 1 2

2

( ) 0,
( ) 1, , 1, 2,..,

( ) 0,

i

i i

i

W t t t
W t t t t i N

W t t t

−

−

= <
 = ≤ ≤ =
 = >

	 (2)

В дальнейшем «пятно» излучения описывается как область, ограниченная линиями:
	 * 1 2((( ) 3) (( ) 4.771), 180 )N N Ns R s R s R η∆ = = ≤ ≤ = = ° 	 (3)
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Тепловое состояние пористой сферической оболочки определяется из уравнения сохране-
ния энергии и квазистационарного уравнения для скорости фильтрации охлаждающего газ в 
порах [1, 4, 5].

Для конической части тела уравнения сохранения энергии и фильтрации продуктов пиро-
лиза в порах используются согласно [4, 6].

Для набегающего потока воздуха состав моделируется компонентами: 
	 2 2, , , , , ,O N O N NO Ar

участвующими в химических реакциях: 
	 22 ,O O=   22 ,N N=   .N O NO+ =
В химическом составе газовой смеси на поверхности разрушающейся конической части 

тела выделяются набор компонентов: 
	 2 2 2 1 3, , , , , , , , ,O O N N CO CO CN C C

которые вступают в следующую систему химических реакций:

2 2(1) ,C O CO+ =   2(2) 2 2 ,C O CO+ =   (3) ,C O CO+ =   2(4) 2 ,C CO CO+ =   (5) ,C N CN+ =  

2(6) 2 ,O C O C+ = +   2(7) 2 ,N C N C+ = +

1(8) ,C C→   3(9) ,C C→
здесь C  — обозначение молекул твердофазного углерода материала оболочки. Механизмы 
протекания реакций (1)–(9) описываются в [4, 6–11]. При достижении в процессе пиролиза 
плотностью материала оболочки значения предельной плотности *cρ  согласно [4] на ее по-
верхности может возникнуть явление диспергирование частиц C  в пограничный слой со ско-
ростью, равной: 1 1 ,s

w wv z v=  где 1 1( ) /w w cwv vρ ρ=  — скорость фильтрации продуктов пиролиза в 
порах. Итоговая величина уноса материала с поверхности в результате химических процессов 
и диспергирования составляет: 2 3 1 1 *( ) ( ) ( ) ,w w w Cv v v z vρ ρ ρ ρΣ = + +  где 1( ) wvρ  — массовая ско-
рость фильтрации продуктов пиролиза в порах, 2( ) wvρ  — унос за счет химических реакций 
(1)–(5), 3( ) wvρ  — унос за счет сублимации материала (8)–(9).

Рис. 1. Геометрия обтекаемого тела
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2. Результаты и их анализ

Расчеты обтекания тела (рис. 1) проведены при следующих условиях: скорость 5300V∞ =  м/сек, 
высота 22000H∞ =  м, радиус затупления 0.2NR =  м, начальная толщина оболочки тела 

0 0.02L =  м. В качестве материала пористого затупления бралась пористая сталь с пористо-
стью 1 0.34ϕ =  [12], материалом конической части является углепластик [5] с начальной плот-
ностью 0 1400cρ =  кг/м3 и с предельной плотностью * 1300Cρ =  кг/м3. Характерная интенсив-
ность импульсного лучевого потока принималась 9

* 10q =  Вт/м2. Принималось значение 
коэффициента 1 1,z =  для коэффициента 1.ζ =

При дальнейшем моделировании брались следующие «пички» излучения:

1 2 3 4 5 6(( 10.001) ( 10.002)), (( 10.005) ( 10.006)), (( 10.009) ( 10.010))t t t t t t t t t= ≤ ≤ = = ≤ ≤ = = ≤ ≤ =
Для анализа рассматривается динамика изменения параметров задачи в фиксированном 

сечении с координатами 3.0.Ns R =

На рис. 2 показаны временная динамика изменения конвективного теплового потока wq  
(кривая 1), которая имеет тенденцию к падению величины во время «пичков» излучения и к 
возрастанию по их окончанию и противоположное поведение величины энтальпии на поверх-
ности тела wh  (кривая 2) с ростом при поступлении энергии во время «пичков».

Рис. 2. Распределения по времени конвективного теплового потока wq  
и энтальпии на поверхности тела wh

Рис. 3. Распределения по времени температуры поверхности тела 2wT , 
суммарного теплового потока QΣ
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На рис. 3 кривая 1 соответствует распределению температуры поверхности тела 2wT  и кри-
вая 2 демонстрирует суммарный тепловой поток к поверхности тела QΣ  (кривая 2).

Последовательное прохождение «пичков» излучения приводит к быстрому росту и после-
дующему падению величины суммарного теплового потока ,QΣ  которые последовательно ве-
дут к быстрому росту температуры поверхности тела 2wT  с некоторым остыванием после за-
вершения очередного «пичка». После окончания последовательности «пичков» температура 
снижается до значений, соответствующих уровню установившегося конвективного теплового 
потока. 

На рис. 4 показаны распределения суммарного уноса ( )vρ Σ (сплошная кривая), концентрации 
компонента 7wCN C−  (штрихпунктирная кривая) и компонента 3 9wC C−  (штриховая кривая).

Величина суммарного уноса ( )vρ Σ  демонстрирует умеренный рост во время прохождения 
1-го «пичка» излучения с последующими пиками во время прохождения 2-го и 3-го «пичков». 
Кривые для концентраций компонентов 7wCN C−  и для компонента 3 9wC C−  демонстрируют 
смены их вкладов в величину суммарного уноса и экранировку лучистого птока.

Заключение

В экранировке лазерного излучения продуктами термохимического разрушения углепла-
стика определяющую роль на начальном этапе взаимодействия излучения с телом играют га-
зообразные продукты пиролиза и частицы к-фазы. При повторном импульсном лучевом на-
греве экранировка для 2wT  > 3900 К может осуществляться преимущественно парами угле-
родного материала и частицами твердой фазы.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОЭМИССИОННОГО 
ЭЛЕМЕНТА В ЗАДАЧЕ ТЕПЛОВОЙ ЗАЩИТЫ

Томский государственный университет

К. Н. Ефимов, А. С. Якимов

Аннотация. В данной работе численно моделируется процесс использования термоэ-
миссионного элемента в составе системы тепловой защиты при нагреве высокоэнер-
гетическим потоком. Проведено исследование поведения такого термоэмиссионного 
преобразователя как в пассивном, так и активном режимах работы. Показано, что при 
преобразовании тепловой энергии, получаемой от набегающего потока, помимо выра-
ботки электроэнергии происходит снижение температуры составных частей такого эле-
мента. Получено качественное согласие с известными данными.
Ключевые слова: тепловая защита, термоэмиссионный элемент, эмиттер, коллектор, те-
плообмен.

Введение

При движении высокоскоростных аппаратов в атмосфере их поверхности могут подвер-
гаться воздействию высокоэнтальпийных потоков воздуха. При длительном взаимодействии 
материала оболочки тела с такими потоками возникает необходимость использования систем 
защиты от такого воздействия. 

В настоящей работе исследуется поведение термоэмиссионного элемента, который инте-
грирован в корпус летательного аппарата с целью работы в составе системы тепловой защиты. 
В таком элементе одновременно протекают множество физических процессов. В силу доро-
говизны экспериментальных исследований таких термоэмиссионных систем целесообразно 
применять математическое моделирование. 

1. Постановка задачи

Рис. 1 дает представление о геометрии обтекаемого воздушным потоком тела.
Рис. 2 иллюстрирует способ использования термоэмиссионного эффекта в системе тепло-

вой защиты путем интеграции термоэмиссионного элемента (ТМЭ) в оболочку конической 
части обтекаемого тела. 

Геометрически ТМЭ представляет собой составную конструкцию, состоящую из набора 
слоев. Слой 1 является слоем тантала Ta  или сплава тантал-вольфрам ,Ta W+  слой 2 является 
эмиттерной изоляцией из карбида циркония ,ZiC  слой 3 заключает в себе изолятор (2), сам 
эмиттер и токоввод из вольфрама W  (3), слой 4 заключает в себе токовывод (4) из молибдена 

,Mo  сам коллектор (4) из молибдена Mo  и изолятор (5), слой 5 является теплоносителем из 
оксида алюминия 2 3,Al O  в слое 6 размещается охлаждающий теплоноситель из воздуха или 
гелия ,He  слой 7 является теплоносителем из оксида алюминия 2 3,Al O  слой 8 служит в каче-
стве потребителя возникающего в процессе работы ТМЭ электрического тока, слой d — меж-
электродный зазор (МЭЗ) между слоем эмиттера 3 и слоем коллектора 4.

На основании оценок времен релаксации в газовой и конденсированной фазах [1] харак-
теристики сопряженного тепло- и массообмена находятся из решения квазистационарных 
уравнений пограничного слоя для химически равновесного воздуха при различных режимах 
течения. 
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Для определения теплового состояния ТМЭ на конической части обтекаемого тела исполь-
зуется система нестационарных уравнений сохранения энергии в виде для слоев:

	 ( )( ) ( ) ( ) sin cos ,Vi i i i i i i
Pi i i i i i i i

dT T T T T TC T T T G
dt n n s s r s n

λρ λ λ θ θ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂     = + + − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
	 (1)

где 1, 2, 4, 5, 6,7,i =  ( ) cos ( )sin ,N Ar R n s sθ θ= − + −  ,iT  ,PiC  ,iλ  iρ  — температура, коэффици-
енты удельной теплоемкости, теплопроводности, плотности материалов слоев ТМЭ.

Тепловые потоки для поверхности эмиттера слоя 3 и поверхности коллектора слоя 4, разде-
ленных межэлектродным зазором МЭЗ представляются в следующем виде:

	 3 1( ),Csq q q qε= − + + 4 2 ,Csq q q qε= + +

	 ( )1 1 3 3( / / 2 / ),Csq J T T e kT eϕ= +  2 2 4 3( ( / ) / 2 / ).Csq J T T e kT eϕ= + 	 (2)

	 4 4
3 4( ),sq T Tε ε σ= −    3 4( / )( ).Cs Csq d T Tλ= −

Объемное выделение тепла для эмиттера и коллектора может быть записано как:
	 2 2

3 1 1 1/ ,VG I Sξ=    2 2
4 2 2 2/ ,VG I Sξ= 	 (3)

где 
1

1 12
s

s

I R Jdsπ= ∫ , 
2

2 12
s

s

I R Jdsπ= ∫  — силы токов в эмиттере и коллекторе;

1 2,ϕ ϕ  — эффективная работа выхода электронов для материалов эмиттера и коллектора;
J  — вольтамперная характеристика изотермического термоэлектронного преобразовате-

ля, которая зависит от V∆  — разности потенциалов между эмиттером и коллектором;
1 3 3 32 ( / 2),NS R Lπδ δ= − +  2 4 4 42 ( / 2);NS R Lπδ δ= − +  NR  — радиус сферического затупления.

Для расчетов вольтамперной характеристики использовался алгоритмы [2, 3, 4] и рассма-
тривался вариант величины МЭЗ 42.5 10d −= ⋅  м и давления насыщенных паров цезия Cs 

666.6CsP =  Па = 5 мм рт.ст, что соответствует температуре резервуара с Cs  равной 606.9 K.
Кривая Рейзора [5] для эмиттера бралась равной вакуумной работе вольфрама W  1 5ϕ =  эв, 

для коллектора бралась кривая Рейзора для вакуумной работы молибдена Mo  2 4.32ϕ =  эв.

Рис. 1 Геометрия обтекаемого тела:
1 — сферическое затупление, 2 — коническая часть
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Коэффициент теплопроводности цезия Cs  брался из [6]. Коэффициенты теплопроводно-
сти для материала эмиттера и коллектора брались из [7, 8]

Ниже приводятся геометрические и теплофизические входные данные:
3

1 2 10δ −= ⋅  м, 3
2 1 10δ −= ⋅  м, 3

3 1 10δ −= ⋅  м, 3
4 1 10δ −= ⋅  м, 3

5 1 10δ −= ⋅  м, 3
6 1 10δ −= ⋅  м, 3

7 1 10δ −= ⋅  м, 
3

1 2 10L −= ⋅  м, 3
2 3 10L −= ⋅  м, 3

3 4 10L −= ⋅  м, 3
4 4.25 10L −= ⋅  м, 3

5 5.25 10L −= ⋅  м, 3
6 6.25 10L −= ⋅  м, 

3
7 7.25 10L −= ⋅  м, 3

8 8.25 10L −= ⋅  м, 1 16650ρ =  кг/м3, 2 6600ρ =  кг/м3, 3 19200ρ =  кг/м3, 
4 10200ρ =  кг/м3, 5 3920ρ =  кг/м3, 7 3920ρ =  кг/м3, 1 0.203ε = , 2 0.302ε = , 0.250sε = , 1.484A Ns R = , 

1 1.584Ns R = , 2 1.984Ns R = , 2.084K Ns R = , 1 1000∆ =  Вт/(м2·К), 2 200∆ =  Вт/(м2·К), 
410δ =  Вт/(м2·К), 0.04KL =  м.

Расчеты обтекания затупленного по сфере конуса с углом полураствора 5θ = ° потоком воздуха 
производились для условий обтекания на высоте 30000H =  м со скоростью 3360V∞ =  м/сек. 

Рис. 2. Схема интеграции термоэмиссионного элемента в систему тепловой защиты
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2. Результаты и их анализ

На рис. 3 представлены распределения температур вдоль поверхности обтекаемого тела. 
Кривые 1–5 отвечают следующим моментам времени t : 1 — 20 сек, 2 — 25 сек, 3 — 30 сек, 4 — 
40 cек, 5 — 60 сек.

На рис. 4 представлены распределения температур вдоль поверхности эмиттера в те же 
моменты времени как и на рис. 3.

Сплошные кривые отвечают вариантам учета термоэмиссионного эффекта, штриховые 
кривые соответствуют варианту моделирования, когда этим эффектом пренебрегается.

Анализ поведения одноименных пар кривых на рис. 3 и 4 показывает, что наблюдается сни-
жение температуры внешней поверхности до 170 град и снижение температуры поверхности 
эмиттера до 220 град вследствие наличия термоэмиссионного эффекта. Одновременно следует 
отметить явление снижения его эффективности при приближении температуры поверхности 
эмиттера в величине 2300 К.

Заключение

Представлена математическая модель интегрированного термоэмиссионного элемента в 
составе тепловой защиты высокоскоростного летательного аппарата.

Произведены численные оценки теплового эффекта работы такой системы активной те-
пловой защиты в виде снижения температурных уровней в элементах оболочки вследствие 
электронной эмиссии с поверхности эмиттера.

Показана эффективность работы термоэмиссионной тепловой защиты в диапазоне темпе-
ратур эмиттера от 1400 K до 2300 K.

Показано снижение термоэмиссионного эффекта при приближении температуры эмитте-
ра к температурному уровню 2300 К.

Рис. 3. Зависимости температуры внешней поверхности тела в зависимости от времени
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УДК 533.65

МОДЕЛИРОВАНИЕ ВНУТРЕННЕЙ ГАЗОДИНАМИКИ ЭНЕРГОУСТАНОВОК 
МОДЕЛЯМИ МАЛОЙ РАЗМЕРНОСТИ

Балтийский государственный технический университет «ВОЕНМЕХ» им. Д. Ф. Устинова

А. В. Ефремов

Аннотация. Для описания внутренней газодинамики энергоустановок используют раз-
личные подходы. Наиболее точным методом исследования является полная трёхмерная 
постановка, учитывающая все особенности геометрии и протекающих процессов. Но та-
кой подход максимально ресурсозатратен. Однако, существует возможность упростить 
такую постановку и получать приемлемые результаты, но за более короткие сроки или на 
менее мощных компьютерах. Ряд задач газовой динамики допускает их решение в нуль-
мерной или одномерной постановке. В работе предлагается упрощённая модель запуска 
энергоустановки в виде связки 0D – 1D подхода.
Ключевые слова: внутренняя газодинамика, среда моделирования, многоуровневое мо-
делирование, численное моделирование, запуск сопла, воспламенение, сопловое течение.

Введение

Ракетный двигатель является довольно сложной для исследования структурой. Он состоит 
из подвижной под влиянием изменения внутреннего давления оболочки, твердотопливного 
заряда с переменной во времени поверхностью горения и воспламенителя. Сопло также име-
ет свои особенности: оно утоплено внутрь двигателя и заряда и закреплено специальными 
упругими шарнирами. Более того, такая система специфически работает в момент запуска: 
необходимо учитывать работу воспламенителя, деформацию за счёт изменения давления, за-
полнение камеры сгорания, прорыв сопловой заглушки, выход установки на режим… В среде 
тяжёлых вычислительных программ такая совокупность процессов сложна для моделирова-
ния в трёхмерной постановке. Поэтому интерес представляют более простые модели, способ-
ные учитывать основные процессы, протекающие при работе энергоустановок. Выбор кон-
кретной математической модели чаще всего обусловлен компромиссом между целями расчёта 
и используемой вычислительной техникой [1]. В ряде случаев упрощённые модели дают впол-
не приемлемые результаты. Поэтому весьма целесообразно создать совокупность математи-
ческих моделей, как самых простых, так и более высокой степени сложности, для различных 
приближений в иерархической цепочке проектирования объекта.

1. Принцип декомпозиции энергоустановки

При работе ракетного двигателя на твёрдом топливе (РДТТ) в его внутреннем простран-
стве развивается совокупность сложных процессов различной природы (рис. 1). Без знания 
особенностей этих процессов и влияющих на них факторов невозможно достоверно спрогно-
зировать параметры энергоустановки [1]. Задача определения оптимальной организации этих 
процессов решается на этапе проектирования энергоустановки за счёт прогнозирования ха-
рактеристик системы с помощью математических моделей, учитывающих воздействующие на 
неё факторы.

Переходя к вопросам внутренней газодинамики следует отметить, что сегодня широко 
применяются новые подходы к построению математических моделей и информационных си-
стем на их основе. Одним из важнейших инструментов, позволяющих получать качественно 
новые результаты в области прогнозирования газодинамических и тепловых характеристик, 
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является многоуровневое моделирование, которое даёт возможность изучать особенности те-
чений не только на разных временных и/или пространственных масштабах, но и выстраивать 
взаимосвязи между ними. 

Решение задач внутренней газодинамики ракетного двигателя можно свести к совокупно-
сти нескольких задач (рис. 2). Каждый процесс возможно рассмотреть с применением матема-
тических моделей различной степени детализации. Процессы в камере сгорания (I) описыва-
ются нульмерными моделями, сопловой блок (II – III) — моделями одномерной газодинамики, 
а истечение продуктов сгорания (IV) и влияние спутного потока (V) — в двумерной постанов-
ке. Но в любом случае выбор конкретной математической модели обусловлен компромиссом 
между целями расчёта и имеющимися вычислительными мощностями.

Исследуемая энергоустановка (аналог ракетного двигателя на твёрдом топливе) состоит из 
корпуса, воспламенителя, топливного заряда, соплового блока, узлов систем запуска и управ-
ления вектором тяги. Принципиальная схема представлена на рис. 3.

Как говорилось ранее (рис. 1) процесс работы двигателя представляет собой совокупность 
отдельно (но с взаимным влиянием) протекающих процессов. В принципе декомпозиции 
(рис. 4) лежит подход, при котором внутренняя газодинамика рассматривается совокупно-
стью нульмерных и одномерных моделей, описывающих отдельные элементы энергоустанов-
ки. Например, в одномерной постановке моделируется работа воспламенителя, процессы, 
протекающие в околодонной и надсопловой областях, прогрев топлива и газодинамика трак-
та. Локальный подвод от «зонтика» или других щелевидных участков топливного заряда мож-
но смоделировать в нульмерной постановке. В полной трёхмерной постановке разумно моде-
лировать только изменение поверхности горения топлива (выгорание заряда).

Рис. 1. Совокупность процессов, протекающих в ракетном двигателе

Рис. 2. Схема сопряжения нескольких задач при исследовании ракетного двигателя
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Приведённый пример показывает насколько удобно разделять рассмотрение и степень де-
тализации различных участков энергоустановки в зависимости от целей расчёта. Декомпози-
ция исследуемого объекта позволяет получить иерархическую структуру, задающую логику 
построения программной реализации разноуровневой вычислительной модели. 

1 — воспламенитель; 2 — околодонная область; 3 — тракт; 4 — твердотопливный заряд; 
5 — зонтичный элемент; 6 — надсопловая область

Рис. 3. Принципиальная схема твердотопливного ракетного двигателя

Рис. 4. Пример декомпозиции исследуемого объекта
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2. Математические модели

Термодинамическая (нульмерная) постановка является полезным начальным приближе-
нием в иерархической цепочке моделирования. Такая модель в осредненных по объему пара-
метрах, позволяет значительно упростить математический аппарат, алгоритм решения задачи 
и уменьшить затраты машинного времени. Осреднение газодинамических параметров по объ-
ёму сводит исходную задачу к интегрированию системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений с соответствующими начальными условиями или системе алгебраических уравне-
ний. Главным недостатком такого подхода является невозможность определения изменения 
параметров рабочего процесса по пространству.

Полная система уравнений нульмерной газодинамики имеет следующий вид:
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Здесь M — масса газа в камере; G− — поток массы через критическое сечение; 0S m
pG Su
p

ν
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 — 

газоприход от топлива; IG+  — газоприход от воспламенителя; 1δ  — переключатель, включаю-
щий газоприход по поверхности горения твёрдого топлива при выполнении условия зажига-
ния и выключающий при сгорании топлива; 2δ  — переключатель, управляющий работой 
воспламенителя и включающий воспламенитель в заданный момент времени и выключаю-
щий при сгорании топлива; 3δ  — переключатель, вскрывающий площадь критического сече-
ния, моделируя разрыв сопловой заглушки; E  — внутренняя энергия; ,S IH H  — теплотвор-
ные способности основного топлива и воспламенителя.

Для более точного описания процессов следует использовать модели с распределенными 
параметрами: одномерные нестационарные модели или модели повышенной размерности. 
При использовании одномерных подходов процессы описываются уравнениями, полученны-
ми осреднением параметров по поперечному сечению. Такие модели позволяют проводить 
более точные расчёты газодинамических характеристик нежели в нульмерной постановке. 
Единственность решения обеспечивается начальными и граничными условиями.

Система уравнений одномерной газодинамики с учетом изменяемой во времени и про-
странстве внутренней геометрии имеет вид:
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где S — площадь поперечного сечения; ,U  ,F  G — вектора переменных и источникового члена:
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Нелинейность системы уравнений приводит к появлению возможных разрывных реше-
ний — ударных волн. Для построения методов численного решения разработаны схемы сквоз-
ного счета. Одним из возможных подходов, опускающих сквозной расчёт разрывных решений 
уравнений газодинамики, является метод конечного объёма с вычислением потоков на грани-
цах контрольных объёмов по методу распада произвольного разрыва — методу С. К. Годунова.

Связка двух моделей и однозначность решения обеспечивается граничными условиями 
(ГУ). Входными ГУ являются параметры, полученные при решении газодинамической задачи 
в камере сгорания в нульмерной постановке. Выходные ГУ — параметры среды, в которую 
истекают продукты сгорания. Соответственно, для сопряжения моделей разной размерности 
ГУ записываются в две фиктивные вычислительные ячейки.

В случае необходимости любая система уравнений может быть расширена путем введения 
дополнительных соотношений для моделирования новых физических процессов, так и упро-
щена, например, пренебрежением одной из пространственных координат или рассмотрением 
невязких течений [2].

3. Программная реализация подхода

Описанная выше математическая модель была воплощена в код самостоятельным про-
граммированием на языке Matlab. В целом программа позволяет рассмотреть особенности 
развития процесса запуска двигателя и спада давления при окончании его работы. Также мож-
но исследовать влияние на запуск сопла:

– расхода, величины заряда и теплотворной способности воспламенителя;
– уровня температуры воспламенения основного заряда топлива;
– величины давления форсирования;
– энергетических и теплофизических характеристик топлива.
Для тестовых расчётов был взят теоретический двигатель на твёрдом топливе первой сту-

пени. Принимались не конкретные размеры, а лишь их порядок [3]. На рис. 5 представлена 
схема исследуемого сопла.

На рис. 6, 7 приведены изменения параметров в камере сгорания и на поверхности сопло-
вой заглушки. Следует отметить, что прямая линия на начальном этапе работы установки от-

Рис. 5. Профиль сопла двигателя первой ступени
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вечает задержке воспламенителя на 0.1 с. Расчёт же изменения давления на поверхности за-
глушки прекращается при достижении давления разрушения заглушки ( pçàãë = 20 атм).

На рис. 8 приведена газодинамическая картина заполнения соплового блока продуктами 
сгорания в первые мгновения после прорыва заглушки. Отчётливо видно распространение 
ударной волны. Штриховой линией отмечено положение заглушки.

Проведённые расчёты позволяют сделать вывод о том, что все предусмотренные в про-
грамме переключатели управления работают: отображается воспламенение заряда, модели-
руется прорыв заглушки. Полученная картина течения соответствует физике протекающих в 
начальный период работы двигателя процессов.

Рис. 6. Изменение давления и температуры в камере сгорания 
в начальный момент работы энергоустановки

Рис. 7. Изменение давления на поверхности сопловой заглушки 
в начальный момент работы энергоустановки
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Заключение

В работе рассмотрен подход, позволяющий моделировать нестационарные режимы ра-
боты энергоустановок с помощью моделей малой мерности. Такая постановка актуальна при 
проведении оперативных поисковых исследований. Разработаны программные средства, по-
зволяющие моделировать сопловые течения в объектах разной геометрии.
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УДК 536.2

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛООБМЕНА ЖИДКОСТИ С ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДОЙ, 
ПРЕДПОЛАГАЮЩЕЕ ВОЗМОЖНОСТЬ УЧЕТА ЭФФЕКТА МПЕМБЫ

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 
имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина», г. Воронеж

В. Н. Колодежнов

Аннотация. Начиная с античных времен, в ряде случаев на уровне наблюдений отме-
чается парадоксальное явление, которое заключается в следующем. При определенных 
условиях изначально более горячая вода замерзает несколько быстрее, чем изначально 
более холодная. Такой парадокс получил название эффекта Мпембы. В последнее время 
возник интерес к этой тематике, хотя окончательное обоснование или даже существова-
ние такого эффекта остается по-прежнему предметом для дискуссий. В работе рассмо-
трена достаточно простая модель охлаждения жидкости, которая демонстрирует прояв-
ление эффекта Мпембы. В качестве основного допущения выдвигается положение о том, 
что коэффициент теплоотдачи представляет собой функцию от начальной температуры 
жидкости. При этом предполагается, что более высоким значениям начальной темпера-
туры соответствует более высокое значение коэффициента теплоотдачи. Предложено ка-
чественное обоснование такому допущению. Для некоторых вариантов аппроксимации 
зависимости коэффициента теплоотдачи от начальной температуры приводятся резуль-
таты численных экспериментов по оценке влияния параметров системы на проявление 
эффекта Мпембы.
Ключевые слова: эффект Мпембы, коэффициент теплоотдачи, начальная температура, 
время охлаждения.

Введение

Среди различных теплообменных процессов [1, 2] хорошо известен процесс охлаждения, 
при реализации которого, как очевидный факт, полагается, что изначально более горячая 
жидкость охлаждается до заданной конечной температуры за более длительное время, нежели 
такая же жидкость, но имеющая в начале процесса охлаждения более низкую температуру. 
Однако, уже достаточно давно на уровне наблюдений отмечалось контринтуитивное, пара-
доксальное явление, когда в некоторых случаях изначально более горячая вода замерзает бы-
стрее по сравнению с изначально более холодной водой. Наблюдения такого рода, начиная с 
античных времен, неоднократно отмечались в работах Аристотеля, Р. Бэкона, Д. Марлиани, 
Ф. Бэкона, Р. Декарта, Дж. Блэка и других. 

В некотором смысле повторное «переоткрытие» такого парадокса, как правило, связывают 
с работой [3], вскоре после публикации которой это явление получило название — эффект 
Мпембы.

Во многих более поздних исследованиях подтверждалось существование эффекта и, соот-
ветственно, предлагались различные варианты его обоснования, такие как фактор естествен-
ной конвекции в охлаждаемом сосуде [4], переохлаждение жидкости [5–8], более интенсивное 
испарение горячей воды по сравнению с холодной [9, 10], различное содержание растворен-
ных газов в горячей и холодной воде [11], наличие растворенных примесей и присутствие 
твердых микрочастиц, как инициаторов начала кристаллообразования [12], влияние нагрева 
на водородные связи в молекулах воды [13, 14] и другие.  

Следует обратить внимание на то, что во многих работах отмечалась не высокая эксперимен-
тальная воспроизводимость такого явления [15–18], что, возможно, было связано с не полным 
учетом отдельными исследователями влияния всей совокупности отмеченных выше факторов. 
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Вместе с тем, в целом ряде других публикаций, где проводилась, в том числе и эксперимен-
тальная проверка, существование эффекта Мпембы опровергалось [17–20]. Что же касается 
его «наблюдения», то это объяснялось несовершенством постановки эксперимента, наличием 
неучтенных побочных факторов, особенностями методики проведения измерений и т. п. 

Однако в последнее время были получены новые результаты, в которых эффект Мпембы 
рассматривался в рамках неравновесной марковской динамики [21–23]. Аналоги проявления 
эффекта Мпембы были обнаружены как в термодинамических, так и целом ряде других си-
стем: клатратные гидраты, магниторезистивные сплавы, гранулированные жидкости, кванто-
вые системы [24–30]. В этих работах отмечалось, что рассматриваемые системы, находящиеся 
более удаленно от состояния равновесия, при определенных условиях возвращаются к нему за 
более короткое время, нежели такие же системы, но находящиеся изначально более близко к 
состоянию равновесия.

Были проведены прямые эксперименты по изучению проявления этого эффекта в колло-
идной системе на примере наблюдения за изменением энергии отдельных частиц, совершаю-
щих тепловое хаотическое (броуновское) движение [31, 34, 35].

На основе анализа известных результатов с учетом заявляемых в них полярных точек зре-
ния, можно видеть, что окончательно завершенная теория проявления эффекта Мпембы пока 
отсутствует, хотя работы в этом направлении продолжаются [23].

Как отмечалось выше, в публикациях последнего времени проявление эффекта Мпембы 
рассматривается, как стохастический процесс, описываемый на основе формализма марков-
ской динамики. Вместе с тем представляет интерес провести моделирование этого явления в 
детерминированной постановке в рамках традиционного подхода к описанию  тепловых про-
цессов в сплошной среде.

В предлагаемой работе рассматривается достаточно простой пример модели теплообме-
на с окружающей средой, которая имитирует проявление эффекта Мпембы. В этой модели, 
формально, напрямую не учитывается ни один из приведенных выше известных факторов, 
привлекаемых для обоснования эффекта Мпембы. Вместе с тем предполагается, что по сово-
купности все отмеченные выше факторы, а также другие не известные на настоящий момент 
обстоятельства, интегрально проявляют себя в рассматриваемой модели через зависимость 
коэффициента теплоотдачи на свободной поверхности охлаждаемой жидкости от ее началь-
ной температуры. Принимая во внимание такое допущение применительно к традиционной 
детерминированной модели теплопереноса показано, что при определенных значениях на-
чальной температуры (для двух вариантов более холодной и более горячей жидкости) про-
являет себя контринтуитивный результат, когда изначально более горячая жидкость может 
остывать до заданной температуры быстрее, нежели жидкость, которая была изначально бо-
лее холодной.

1. Постановка задачи

Рассмотрим заполненный жидкостью сосуд с теплоизолированными стенками. Пусть на 
свободной поверхности жидкости происходит теплообмен с окружающей средой при задан-
ном значении коэффициента теплоотдачи. 

Предположим, что процесс теплообмена жидкости с окружающей средой допустимо опи-
сывать только ее средней температурой ,T  которая представляет собой неизвестную функ-
цию времени .t

Такой упрощенный подход нередко используют в задачах нестационарного теплоперено-
са при сравнительно небольших значениях чисел Био [2]. В таких задачах, когда конвекцией 
жидкости внутри сосуда можно пренебрегать, процесс охлаждения неподвижной жидкости 
допустимо рассматривать подобным процессу охлаждения твердого тела. 
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С учетом сделанных допущений в безразмерной форме записи уравнение для определения 
температуры и начальное условие задачи принимают вид
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где ,c  ,ρ  λ  — удельная теплоемкость, плотность и коэффициент теплопроводности жидкости, 
соответственно; ,V  S  — объем и площадь свободной поверхности (площадь поверхности те-
плообмена) жидкости в сосуде, соответственно; 0( )Tα  — коэффициент теплоотдачи на свобод-
ной поверхности жидкости, представляющий собой заданную функцию ее начальной темпера-
туры 0;T  fT  — минимально допустимая температура процесса (например, температура 
замерзания жидкости); bT  — максимально допустимая температура процесса (например, тем-
пература кипения); ST  — принимаемая постоянной температура окружающей среды в окрест-
ности свободной поверхности жидкости; 0( ),Bi T ′  Fo  — числа Био и Фурье, соответственно.

В последних соотношениях и далее безразмерные величины отмечены верхним штрихом.
Нетрадиционное допущение о зависимости коэффициента теплоотдачи 0( )Tα  от началь-

ной температуры может быть обосновано следующим образом.
Обычно, при моделировании теплообменных процессов предполагается, что коэффициент 

теплоотдачи не изменяется с течением времени. В дополнение к этому, предположим, что этот 
параметр зависит от начальной температуры процесса охлаждения. Это может быть обуслов-
лено тем, что в реальной ситуации при охлаждении изначально более горячей жидкости, в 
принципе, на начальной стадии нестационарного процесса интенсифицируются конвектив-
ный теплообмен, испарение на свободной поверхности, влияние растворенных газов и дру-
гие, которые напрямую в модели не учитываются. Поэтому в реальности в каждый конкрет-
ный момент времени, особенно на начальной стадии охлаждения, эти обстоятельства могут 
вносить свой вклад в локальное (по времени) значение коэффициента теплоотдачи. В этой 
связи допущение о постоянстве коэффициента теплоотдачи в моделях предполагает следую-
щую процедуру. Итоговое его значение должно быть получено, вообще говоря, усреднением 
локальных значений коэффициента теплоотдачи на всем временном интервале охлаждения, 
начиная от начального момента времени и заканчивая моментом достижения конечной тем-
пературы замерзания. Если же рассматривается процесс охлаждения жидкости с более низ-
кой начальной температурой, то влияние отмеченных выше факторов может оказаться менее 
существенным. В итоге усредненный коэффициент теплоотдачи для охлаждения изначально 
более горячей жидкости может оказаться больше усредненного коэффициента теплоотдачи 
при охлаждении изначально более холодной жидкости.

Независимо от вида функции 0( ),Bi T ′  решение (1) с учетом (2) приводит в итоге к следую-
щему простому выражению для зависимости времени fFo  охлаждения жидкости до конеч-
ной температуры замерзания в зависимости от начальной температуры процесса
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Заметим, что на модельном уровне допустимы самые различные варианты возможной ап-
проксимации, предположительно, монотонно возрастающей функции 0( ).Bi T ′
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2. Результаты численных экспериментов

Рассмотрим достаточно простой случай, когда усредненный по времени охлаждения ко-
эффициент теплоотдачи в диапазонах более низкой и более высокой начальных температур 
имеет различные, но постоянные значения. 

Пусть, например, в диапазоне сравнительно низких начальных температур процесса 
0 01[0; ]T T′ ′∈  он равняется 1 const,α =  которому соответствует некоторое значение 1Bi  для кри-

терия подобия Био. В диапазоне же более высоких начальных температур 0 02[ ;1]T T′ ′∈  этот па-
раметр равняется 2 1,α α>  что соответствует значению 2.Bi  Здесь 01T ′  и 02 01T T′ ′> представляют 
собой граничные значения того диапазона для начальных температур, на котором усреднен-
ный коэффициент  теплоотдачи непрерывным образом изменяется от значения 1α  до 2.α

Предположим, что на всем интервале изменения начальных температур зависимость 0( )Bi T ′  
в первом приближении допустимо аппроксимировать непрерывно-дифференцируемой функ-
цией вида 

	

1 0 01
2 3

1 1 0 1 0 1 0 01 0 0
0 2 3

2 2 0 2 0 2 0 0 0 02

2 02 0

; 0 ;
; ;

( )
; ;

; 1;

m

m

Bi T T
a b T c T d T T T T

Bi T
a b T c T d T T T T
Bi T T

′< <
 ′ ′ ′ ′ ′+ ⋅ + ⋅ + ⋅ < <′ =  ′ ′ ′ ′ ′+ ⋅ + ⋅ + ⋅ < <
 ′ < <

	 (3)

Здесь коэффициенты аппроксимирующих полиномов определяются из условий

	 01 1( ) ;Bi T Bi′ =    
0 010

0;dBi
T TdT

=
′ ′′ =

   02 2( ) ;Bi T Bi′ =    
0 020

0;dBi
T TdT

=
′ ′′ =

	 0( ) ;m mBi T Bi′ =        
0 00

0,
m

dBi k
T TdT

= >
′ ′′ =

	 (4)

где 01 0 02mT T T′ ′ ′< <  и 1 2mBi Bi Bi< <  — некоторые промежуточные значения начальной темпера-
туры и числа Био, для значений которых смежные ветви аппроксимирующих полиномов 
«сшиваются» непрерывно-дифференцируемым образом; k  — эмпирический параметр, харак-
теризующий крутизну смежных ветвей аппроксимирующих полиномов, «сшиваемых» в про-
межуточной точке с координатами 0{ ; }.m mT Bi′

Естественно, что последние два условия в (4) должны быть исполнены для каждого из двух 
аппроксимирующих полиномов.

С учетом функции 0( ),Bi T ′  вид графика которой приводится на рис. 1a, для тех же значений 
исходных параметров на рис. 1b представлена зависимость времени охлаждения жидкости от 
выбора начальной температуры процесса.

Главной особенностью полученной зависимости для времени охлаждения fFo  от началь-
ной температуры 0T ′  (рис. 1b) является то, что она, имея два экстремума, демонстрирует немо-
нотонный характер. 

Анализируя эту зависимость, нетрудно видеть, что в окрестности точек экстремума она до-
пускает возможность демонстрации эффекта Мпембы, когда для более высокой начальной тем-
пературы 0,hotT ′  жидкости (из пары двух значений начальных температур 0, 0,cool hotT T′ ′< ) выполня-
ется контринтуитивное условие так, что время ее охлаждения оказывается более коротким

	 0, 0,( ) ( ).f cool f hotFo T Fo T′ ′>

Также из сравнения графиков функции 0( ),fFo T ′  построенных для различных значений ,ST ′  
следует, что по мере снижения температуры окружающей среды перепад по времени охлажде-
ния между точками экстремума сокращается и, соответственно, «сглаживается» проявление 
эффекта Мпембы. 
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Сглаживанию демонстрации этого эффекта способствует также и снижение перепада меж-
ду максимальным и минимальным значениями критерия подобия Био.

Для иллюстрации этого вывода в качестве аппроксимации зависимости 0( )Bi T ′  была при-
нята другая возрастающая функция в виде кубической параболы, развернутой на угол 90°

	 030 1
0

( ) ( ) 1 .m m
m

TBi T Bi Bi Bi
T
′

′ = + − ⋅ −
′

	 (5)

Здесь предполагается, что вершина параболы располагается в некоторой точке с координа-
тами 0{ , }.m mT Bi′  При этом 1 (0)Bi Bi=  представляет собой задаваемое наименьшее значение 
критерия подобия Био на левой границе диапазона изменения начальной температуры.

С учетом аппроксимации в форме (5), график которой приводится на рис. 2a, в качестве 
примера на рис. 2b представлены графики зависимости 0( ),fFo T ′  построенные для различных 
значений перепада Bi∆  между максимальным 2 (1)Bi Bi=  и минимальным 1Bi  значениями 
критерия подобия Био

	 2 1.Bi Bi Bi∆ = −
Как следует из анализа представленных зависимостей, они качественно согласуются с ана-

логичными графиками, которые приводятся на рис 1b для другого вида (3) аппроксимирую-
щей функции. Для этих зависимостей, также как и выше, главной особенностью является их 
не монотонность, порождающая проявление эффекта Мпембы. При этом можно видеть, что 
снижение значений Bi∆  приводит к сглаживанию проявления этого парадокса.

Заключение

Предложенный подход к описанию процесса охлаждения жидкости, является достаточно 
упрощенным и, вероятно, не может претендовать на окончательный вариант моделирования 
проявления эффекта Мпембы. Вместе с тем полученные результаты показывают, что в рамках 
традиционного детерминированного подхода к описанию теплопереноса в сплошной среде 
(в отличие от стохастического подхода на основе формализма марковской динамики приме-
нительно к отдельным частицам) при определенных допущениях появляется возможность де-
монстрации такого явления.

a) b)
Рис.1. Зависимость критерия подобия Био (a) и времени охлаждения жидкости (b) от 

начальной температуры процесса для следующих значений исходных параметров 1Bi =0.15; 
mBi =0.2; 2Bi =0.25; 01T ′ =0.2; 0mT ′ =0.4; 02T ′ =0.6; k =0.7;  при ST ′= –0.2 (1); –0.4 (2); –0.6 (3); 

–0.9 (4); –1.3 (5); –2.0 (6); –3.5 (7)
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В качестве основного допущения в рассмотренном подходе было сделано предположение о за-
висимости коэффициента теплоотдачи (который полагается предварительно усредненным на всем 
временном интервале реализации процесса охлаждения) от начальной температуры охлаждаемой 
жидкости. Проводя аппроксимацию такой зависимости, считали, что охлаждению изначально бо-
лее горячей жидкости соответствует более высокое значение усредненного коэффициента тепло-
отдачи. При выдвижении такого допущения, предположительно, принимался во внимание вклад 
в итоговое значение усредненного коэффициента теплоотдачи, например, более интенсивного ис-
парения жидкости при более высокой начальной температуре или, например, фактора конвек-
ции жидкости в сосуде, которые напрямую в рассматриваемой модели не учитываются.

На основе проведенных численных экспериментов показано, что сглаживанию проявления 
эффекта Мпембы способствует снижение температуры окружающей среды, а также снижение 
перепада между максимальным и минимальным значениями критерия подобия Био.
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УДК 531.3

ПРИМЕР МЕХАНИЧЕСКОГО АНАЛОГА ПРОЯВЛЕНИЯ ЭФФЕКТА МПЕМБЫ

Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия 
имени профессора Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина», г. Воронеж

В. Н. Колодежнов

Аннотация. При определенных условиях наблюдается парадоксальное явление, которое 
заключается в том, что изначально более горячая вода замерзает несколько быстрее, чем 
изначально более холодная. Такой термодинамический феномен, окончательное обосно-
вание или даже существование которого пока остается предметом для дискуссий, по-
лучил название эффекта Мпембы. В работе рассмотрен достаточно простой пример из 
динамики материальной точки, который можно интерпретировать в качестве механиче-
ского аналога проявления эффекта Мпембы. Рассмотрена динамика материальной точки 
на наклонной плоскости, которая имеет два участка с различными значениями коэффи-
циента трения. Показано, что в этом случае время спуска точки в зависимости от высоты 
ее начального положения на плоскости имеет немонотонный характер, что предполагает 
возможность демонстрации следующего результата. При определенном выборе значений 
высоты начального положения для двух разных материальных точек, время спуска той 
материальной точки, которая изначально находилась выше, может оказаться меньше, не-
жели время спуска для второй точки, которая начинала свое движение из более низкого 
положения.
Ключевые слова: эффект Мпембы, динамика материальной точки, коэффициент трения, 
потенциальная энергия.

Введение

Достаточно давно (практически с античных времен) получил известность иногда наблюда-
емый термодинамический парадокс, который заключается в следующем. В некоторых случаях 
изначально более горячая вода замерзает быстрее по сравнению с изначально более холодной 
водой. В последние десятилетия, вскоре после публикации работы [1], это явление получило 
название эффект Мпембы. 

История вопроса и подробный обзор современного состояния этой тематики приво-
дится, например, в [2]. С одной стороны здесь представлен анализ работ [3–10], в которых 
подтверждается этот эффект, а также приводятся варианты возможного физического обо-
снования его проявления. С другой стороны обсуждаются исследования [11–14], в которых 
представлена полярно противоположная точка зрения, в соответствии с которой и со ссылка-
ми на законы термодинамики эффект Мпембы отрицается. 

Не смотря на такие радикально противоположные оценки, позже были опубликованы ре-
зультаты, в которых эффект Мпембы рассматривался в рамках неравновесной марковской 
динамики [15, 16]. К этому следует добавить и результаты прямых экспериментальных ис-
следований за проявлением этого эффекта в коллоидной системе при наблюдении за измене-
нием энергии отдельных частиц, совершающих тепловое хаотическое броуновское движение 
[17–20].

Интересно также отметить, что в ряде публикаций [21–26] были описаны различные фи-
зические системы (клатратные гидраты, магниторезистивные сплавы, гранулированные жид-
кости, квантовые системы), в которых наблюдается явление, аналогичное эффекту Мпембы в 
следующем смысле. Находясь изначально более удаленно от состояния своего равновесия, эти 
системы при определенных условиях возвращаются к нему за более короткое время, по сравне-
нию с такими же системами, но находящимися вначале более близко к состоянию равновесия. 
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К этим работам следует добавить и статью [27], в которой рассмотрен простой механи-
ческий аналог проявления такого эффекта на примере классической задачи о движении ма-
териальной точки по двум смежным, идеально гладким плоскостям, которые имеют различ-
ный угол наклона к горизонту. При этом верхняя плоскость имеет больший угол наклона, чем 
нижняя. Материальная точка начинает движение из состояния покоя, находясь изначально 
на некоторой высоте над уровнем горизонта, на котором предполагается нулевое значение 
потенциальной энергии. Показано, что в такой постановке зависимость времени спуска мате-
риальной точки от высоты ее начального положения имеет не монотонный характер и демон-
стрирует, по сути, проявление эффекта Мпембы в классической механике.

В развитие результатов из статьи [27], в данной работе рассмотрен пример другой задачи 
из классической динамики материальной точки, который также можно интерпретировать в 
качестве механического аналога проявления эффекта Мпембы.

1. Постановка задачи

Пусть, как это показано на рис. 1, материальная точка M  без начальной скорости спуска-
ется под действием силы тяжести P  по наклонной шероховатой плоскости AC  из положения 

,O  с которым связано начало отсчета координатной оси S. Известно, что на верхнем участке 
AB  наклонной плоскости коэффициент трения принимает значение ABf , а на нижнем участке 
BC  — другое значение .BCf  При этом предполагается, что

	 ,AB BCf f tgα< <
где α  — угол наклона плоскости к горизонту.

Перейдем к безразмерным значениям для времени ,t  скорости V  и начальной высоты 0h  
расположения материальной точки M  на плоскости с учетом следующих соотношений

	 ;
B

gt t
h

′ = ⋅    ;
B

VV
g h

′ =
⋅

   0
0 ,

B

hh
h

′ =

где g  — ускорение силы тяжести; Bh  — высота расположения точки B  на плоскости над уров-
нем горизонта, для которого принимается нулевое значение потенциальной энергии.

Здесь и далее безразмерные величины отмечены верхними штрихами.
Пусть 00 1.h′≤ ≤  Это означает, что начальное положение материальной точки M  принадле-

жит нижнему участку .BC  В процессе движения на материальную точку действуют силы: силы 

Рис. 1. Схема задачи
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тяжести ,P  нормальная составляющая реакции шероховатой поверхности N  и сила трения 
.F  Решая тогда задачу динамики материальной точки, находим выражение для времени дви-

жения материальной точки из начала координат в точке O  в конечное положение C

	
( )

0
1 0

2( ) ;
sin sin cosBC

ht h
fα α α
′⋅′ ′ =

⋅ − ⋅
     00 1.h′≤ ≤ 	 (1)

Рассмотрим теперь случай, когда 0 1;h′ ≥  и начальное положение материальной точки при-
надлежит верхнему участку .AB  В такой ситуации время движения из начала координат O  в 
конечное нижнее положение C  складывается из времени движения на части верхнего участка 
OB  и времени движения на всем нижнем участке .BC

Повторно решая задачу динамики материальной точки, находим полное время ее движе-
ния до конечного положения C  для этого случая

	 ( )
( )

( )
( )

2
0

2 0

2 1 ctg2 1
( ) ;

sin sin cos sin cos
B B BC

AB BC

V V fh
t h

f f
α

α α α α α

′ ′− + + ⋅ − ⋅′⋅ −
′ ′ = +

⋅ − ⋅ − ⋅
   0 1.h′ ≥ 	 (2)

Здесь BV ′  представляет собой скорость материальной точки в момент ее нахождения в по-
ложении B и определяется из выражения

	 ( ) ( )0 0( ) 2 1 1 ctg .B B ABV V h h f α′ ′ ′ ′= = ⋅ − ⋅ − ⋅

Таким образом, время спуска материальной точки в конечное положение C  в зависимости 
от произвольного значения высоты ее начального положения описывается функцией вида

	 1 0 0
0

2 0 0

( ); 0 1;
( )

( ); 1.OC OC

t h h
t t h

t h h
′ ′ ′≤ ≤

′ ′ ′= =  ′ ′ ≥
	 (3)

2. Обсуждение результатов

Типичный вид графика функции (3) с учетом (1), (2) схематично представлен на рис 2. Этот 
график состоит из двух ветвей CB  и .BA  Первая, монотонно возрастающая, ветвь CB  соот-
ветствует случаю, когда начальное положение материальной точки располагается на нижнем 
участке плоскости, где коэффициент трения принимает значение .BCf  Эта ветвь описывает 
функцией (1). Вторая ветвь BA  соответствует функции (2) и относится к ситуации, когда ма-
териальная точка начинает свое движение, изначально находясь на верхней части плоскости с 
коэффициентом трения .ABf  Основная особенность поведения функции (2) заключается в 
том, что ее график демонстрирует немонотонный характер. При этом в некоторой точке 

0 0,extrh h′ ′=  эта функция имеет экстремум типа минимум.
Нетрудно видеть, что такой вид зависимости (3) предполагает возможность демонстрации 

следующего, на первый взгляд, контринтуитивного результата. При определенном выборе 
двух различных значений высоты начального положения 

	 0, 0,high lowh h′ ′> 	 (4)
для двух разных материальных точек (которые, тем не менее, стартуют одновременно), время 
спуска той материальной точки, которая изначально находилась выше, чем начальное положе-
ние второй точки, может оказаться меньше, нежели время спуска для второй точки, которая 
начинала свое движение из более низкого положения

	 ( ) ( )0, 0, .OC high OC lowt h t h′ ′ ′ ′< 	 (5)

Этот результат можно интерпретировать, как проявление аналогии с термодинамическим 
эффектом Мпембы, только лишь на примере из классической механики. При этом, величина 
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0 ,h′  по сути, характеризует значение потенциальной энергии материальной точки перед нача-
лом процесса спуска по плоскости.

Соответствующие значения для таких вариантов выбора высоты начального положения 
материальной точки, которые могут приводить к результату (4), (5), необходимо выбирать из 
диапазона

	 0,min 0, 0, 0,max .low highh h h h′ ′ ′ ′< < < 	 (6)
Крайние граничные значения 0,minh′  и 0,maxh′  этого диапазона должны определяться с учетом 

(1), (2) из решения следующих уравнений вида
	 ( ) ( )1 0,min 2 0,extrt h t h′ ′ ′ ′=

и
	 ( ) ( )1 2 0,max1 .t t h′ ′ ′=

На рис. 2 в качестве некоторых примеров пар точек, для которых исполняются условия (4), 
(5), т. е. демонстрируется проявление этого эффекта, можно привести пары D  и ,K  B  и ,G  E  
и ,G  E  и ,K  G  и .K  Вместе с тем, для других пар точек, хотя они и попадают в диапазон (6), 
такой эффект не наблюдается. Это относится, например, к парам точек D и ,E  D и ,B  D и .G

Влияние угла наклона плоскости на проявление эффекта Мпембы иллюстрируют зависи-
мости, представленные на рис. 3. Как следует из представленных данных, возрастание угла 
наклона приводит к «сглаживанию» проявления обсуждаемого эффекта.

Точно такая же тенденция имеет место и при «сближении» значений коэффициентов тре-
ния на верхнем и нижнем участках наклонной плоскости.

Заключение

Рассмотрен простой пример из классической динамики материальной точки, когда при 
определенных условиях одна система (в данном случае — материальная точка) находящаяся 
изначально достаточно далеко от состояния равновесия, в некоторых случаях возвращается в 
него быстрее, нежели другая, точно такая же система, но менее удаленная вначале от состояния 
равновесия. Такой результат предлагается интерпретировать, как проявление механического 
аналога эффекта Мпембы. «Ответственным» за такое поведение является немонотонный ха-
рактер полученной зависимости времени спуска от значения начальной высоты расположе-
ния материальной точки при старте.

Рис. 2. Интерпретация проявления эффекта Мпембы 
в рассматриваемой задаче динамики материальной точки
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УДК 532.582

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ ВРАЩЕНИЯ
СФЕРЫ В НЕНЬЮТОНОВСКОМ ПОТОКЕ НЕСЖИМАЕМОЙ

ЖИДКОСТИ ПРИ МАЛЫХ ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА

Воронежский государственный технический университет

В. С. Купцов

Аннотация. В работе построена математическая модель вращения сферы в неньютонов-
ском потоке несжимаемой жидкости при малых числах Рейнольдса. Поэтому конвектив-
ные члены скоростей течения не учитывались. Для решения этой задачи использовались 
система уравнений в частных производных (в напряжениях) и уравнение неразрывно-
сти данного течения. Рассматривалась модель неньютоновской жидкости с нелинейными 
компонентами поля напряжений (для дилатантной жидкости и псевдопластиков). Тензор 
напряжений вычислялся с помощью скоростей деформаций и второго инварианта скоро-
стей деформаций, записанных в сферических координатах. С учетом нелинейности поля 
данного течения жидкости вычислены компоненты поля напряжений, а также момент, 
действующий на сферу. Получены аналитические формулы для гидродинамических пара-
метров задачи. Рассмотрен частный случай решения задачи, и он совпал с классическим 
(для ньютоновского стационарного потока вязкой несжимаемой жидкости).
Ключевые слова: математическая модель, система уравнения в частных производных, 
сфера, цилиндрические и сферические координаты, стационарный поток, неньютонов-
ская несжимаемая жидкость.

Введение

Пусть сфера радиуса r a=  вращается со скоростью ω  в потоке неньютоновской несжима-
емой жидкости. Тогда данное течение удовлетворяет системе уравнений в напряжениях и 
уравнение неразрывности (в цилиндрических координатах) [1, 2]:

	 1 0;r rrrr rzp p pp p
r r z r

ϕ ϕϕ

ϕ
∂ −∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

	
21 0;r z rp p p p

r r z r
ϕ ϕϕ ϕ ϕ

ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

	 1 0.rrz zz rzpp p p
r r z r

ϕ

ϕ
∂∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

	 1 0,r z rvv v v
r r z r

ϕ

ϕ
∂∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

	 (1)

где , ,r z ϕ  — цилиндрические координаты ( cos , sin , ),x r y z zϕ ϕ= = =  ,rrp  ,pϕϕ  ,zzp  ,rp ϕ  ,zp ϕ  
zrp  — компоненты напряжений, , ,r zv v vϕ  — компоненты вектора скорости.

1. Математическая модель задачи вращения сферы 
в неньютоновском потоке несжимаемой жидкости 

Будем рассматривать случай, когда сфера вращается вокруг оси Oz  с постоянной скоро-
стью ω  в безграничной неньютоновской несжимаемой жидкости. Условия прилипания жид-
кости на поверхности сферы в этом случае имеют вид (в сферических координатах):

При sin .r a v r aϕ ω ω θ= = =
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Предположим, что скорость обтекания сферы (как и в случае вязкой несжимаемой жидко-
сти [1]) при условии 0r vϕ= ∞ =  будет такой:

	
2

2 sin .av
rϕ
ω θ= 	 (2)

Кроме того, предполагается, что траектории жидких частиц окружности с центрами на оси 
,Oz  таковы

	 0, 0, 0.r z

v
v v ϕ

ϕ
∂

≡ ≡ =
∂

При обтекании сферы вязкой несжимаемой жидкостью будет выполняться уравнение не-
разрывности [2]:

	
2

2

( )( sin )( )1 1 1 0,
sin sin

r vvv r
r r r r

θ ϕρρ θρ
θ θ θ ϕ

∂∂∂
+ + =

∂ ∂ ∂
где ρ  — плотность жидкости ( const).ρ =

Считаем, что скорость обтекания сферы такова:

	
3

2 sin .av
rϕ
ω θ= 	 (3)

Уравнения для скоростей деформаций в общем случае в сферической системе координат 
будут таковы:

	 1 1; ;
2

r r
rr r

v vv v
r r r r

θ θ
θε ε

θ
∂∂ ∂ = = − + ∂ ∂ ∂ 

	 1 1 1; ;
2 sin

r r
r

v v vv v
r r r r r

ϕ ϕ θ
ϕ θθε ε

θ ϕ θ
∂  ∂∂

= − + = + ∂ ∂ ∂ 

	 1 ;
sin

rv v ctgv
r r r

ϕ θ
ϕϕ

θε
θ ϕ
∂

= − +
∂

В нашем случае они примут вид: 

	 1 1 10; ; ;
2 2rr r r

v v v v ctg
r r r r
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕϕ θθ θ ϕ θϕ

θ
ε ε ε ε ε ε

θ
∂ ∂   

= = = = = − + = −   ∂ ∂   
	 (4)

В сферической системе координат второй инвариант скоростей деформации примет вид

	 ( ) ( )
2 2

2 2

2

ctg1
r

v v v v
J

r r r r
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ θϕ

θ
ε ε

θ
∂ ∂   

= + = − + + − =   ∂ ∂   

	
2 23 3 3 3

2
3 3 3 3

2sin sin cos cos 9sin .a a a a
r r r r
ω ω ω ωθ θ θ θ θ

   
= − − + − =   
   

Обозначим 
1

2
2( , ) ,
n

T r kJθ
−

=  где k  — начальная вязкость, 2J  — второй инвариант скоростей 
деформации. Для псевдопластиков 1,n <  для дилатантных жидкостей 1,n >  для вязкой жид-
кости 1.n =  Тогда для неньютоновской жидкости имеем [3]:

	 , 0;rr rp p p p p pϕϕ θθ θ θϕ= = = − = =

	
3

3

3 sin .r r
ap T T

rϕ ϕ
ωε θ

 
= = − 

 
Эти соотношения подставляются в систему уравнений (1), для которой const.p =
Отметим, что при 1n −  и k µ=  получим формулы, соответствующие решению задачи об-

текания сферы вязкой несжимаемой жидкостью.
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Вычислим результирующий момент сил сопротивления вращению сферы. Касательная со-
ставляющая напряжения трения на поверхности сферы

	
3

3

3 sin .r
ap T

rϕ
ω θ

 
= − 

 
Взяв на поверхности сферы элемент площади 2 sina d dθ θ ϕ  умноженный на rp ϕ  при r a=  и 

на плечо sin ,a θ  проинтегрируем это произведение по поверхности сферы при [0; ]θ π=  и 
[0;2 ]ϕ π=  получим [4]:

	
2 2

3 2 3 2
2

0 0 0

3 sin sin 6 sin .n n
z

r a

aL T a d d k a d
r

π π πω θ θ θ ϕ ω π θ θ+

=

  
= − = −  

  
∫ ∫ ∫

Напомним, что для псевдопластиков 1,n <  для дилатантных жидкостей 1,n >  а для вязкой 
жидкости 1.n =  Для вязкой несжимаемой жидкости ( )k µ=  получим следующее выражение 
для момента

	 3 3 3

0

6 sin 8 .zL a d a
π

ωµπ θ θ πµω= − = −∫
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УДК 532.685

РАЗРАБОТКА АНАЛИТИЧЕСКИХ АППРОКСИМАЦИЙ 
ДЛЯ РАСЧЁТА КОНСТАНТ ФАЗОВОГО РАВНОВЕСИЯ (K-ФАКТОРОВ) 

В PVT-МОДЕЛИРОВАНИИ НЕФТЕГАЗОКОНДЕНСАТНЫХ МЕСТОРОЖДЕНИЙ

Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова

К. В. Литвинова

Аннотация. В исследовании проводится анализ современных подходов к расчету кон-
стант фазового равновесия (K-values). Основное внимание уделено разработке аналитиче-
ских методов, направленных на снижение вычислительной нагрузки при моделировании 
PVT-поведения нефтегазоконденсатных смесей. Ключевым преимуществом предлагае-
мых параметризованных зависимостей является значительное ускорение расчетов фазо-
вых диаграмм. Результаты сравнительного тестирования демонстрируют преимущества 
новых методов перед традиционными численными решениями.
Ключевые слова: константы фазового равновесия, PVT-моделирование, нефтегазокон-
денсатные месторождения, аналитические методы, уравнения состояния, термодинами-
ческое моделирование.

Введение

Современное моделирование пластовых флюидов предъявляет высокие требования к точ-
ности прогнозирования фазового поведения многокомпонентных систем. Ключевую роль в по-
строении достоверных PVT-моделей играет расчет констант фазового равновесия (K-values) [5].

Несмотря на высокую точность, традиционные численные методы, основанные на реше-
нии уравнений состояния, отличаются значительной вычислительной стоимостью. В качестве 
альтернативы рассматриваются аналитические подходы, включая формулу Вильсона и ее мо-
дификации (например, Тора-Вильсона). В данной работе также представлен метод построения 
констант фазового равновесия с использованием настраиваемых параметров, что позволяет ап-
проксимировать поведение реальных растворов в заданных диапазонах давлений и температур.

Особую сложность представляет учет многофакторных влияний, таких как межмолеку-
лярные взаимодействия в растворе, свойства пористой среды и история разработки место-
рождения [3]. Для их описания применяются современные модели, включающие регулируе-
мые параметры (газметры) и учитывающие свойства реальных растворов, что, в свою очередь, 
зачастую требует больших вычислительных мощностей.

Результаты исследований демонстрируют, что применение аналитических аппроксимаций 
для констант фазового равновесия позволяет не только ускорить вычисления, но и повысить 
устойчивость численных алгоритмов при построении фазовых диаграмм [2, 6].

1. Постановка задачи

Основной целью исследования является разработка эффективных аналитических методов 
расчета констант фазового равновесия (K-values) для многокомпонентных углеводородных 
систем, удовлетворяющих следующим условиям:

1. Вычислительная эффективность: Существенное сокращение времени и ресурсов по 
сравнению с численными методами на основе уравнений состояния.

Традиционно K-values определяются через сложные уравнения состояния:

	 ( , , ),i
i

i

yK f p T z
x

= =




1443

где iy  и ix  — мольные доли i-го компонента в газовой и жидкой фазах соответственно, p  — 
давление, T  — температура, z  — вектор состава смеси.

2. Физическая адекватность: Учет ключевых факторов, таких как состав смеси, давление, 
температура и влияние пористой среды, для обеспечения достоверности в широком диапазо-
не условий.

3. Устойчивость и надежность: Повышение стабильности и сходимости алгоритмов при 
построении фазовых диаграмм в рамках композиционного моделирования. Обеспечение 
устойчивости расчетов в широком диапазоне давлений (от 0,1 до 100 МПа) и температур (от 
273 до 473 К).

4. Адаптивность: Возможность калибровки (настройки параметров) метода под конкрет-
ные характеристики пластового флюида для повышения точности прогноза.

5. Термодинамическая согласованность:

	 ( , , )( , , ) ,
( , , )

L
i i

i V
i i

y p T xK p T z
x p T y

φ
φ

= =






где iφ  — коэффициенты фугитивности.
6. Простота интеграции разработанных методов в существующие гидродинамические си-

муляторы через стандартные интерфейсы данных.
7. Граничные условия:

– При ( )0 : ;
sat
i

i
p Tp K

p
→ →

– В критической точке: 1;iK →

– Для неполярных компонентов: 0.idK
dp

≈

8. Учет межмолекулярных взаимодействий:

	 ( ) ( )ln ln ln ln ,
L V sat

ideal L V i i i
i i i i

p pK K
R T

υ υ− ⋅ −
= + Γ − Γ +

⋅
где L

iΓ  — коэффициент активности в жидкой фазе, V
iΓ  — коэффициент активности в паровой 

фазе, sat
ip  — давление насыщенных паров чистого компонент, L

iυ  — парциальный мольный 
объем в жидкости, V

iυ  — парциальный мольный объем в паре.
Разрабатываемые методы должны обеспечить новый уровень эффективности PVT-моде-

лирования при сохранении физической обоснованности и требуемой точности расчетов.

2. Методы решения

Для расчета констант фазового равновесия (K-values) предложен комплексный подход, 
включающий три метода с различной степенью детализации и точности:

1. Упрощенная модель для предельно разбавленных растворов. Используется для бы-
строй оценки и в условиях, где применимы законы Генри и Рауля.

2. Параметрическая модель с настраиваемыми коэффициентами. Позволяет аппрокси-
мировать поведение реальных растворов в заданном диапазоне давлений и температур путем 
калибровки коэффициентов.

3. Термодинамически согласованная модель. Основана на фундаментальном условии фа-
зового равновесия — равенстве химических потенциалов (или фугитивностей) каждого ком-
понента в газовой и жидкой фазах, что обеспечивает наибольшую точность.

Условие фазового равновесия выражается через равенство химических потенциалов ком-
понентов в газовой и жидкой фазах. Для бинарной системы метан-декан получены аналитиче-
ские выражения, описывающие кривые кипения и конденсации. Согласно законам Рауля и 
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Дальтона для слабых растворов при давлениях, близких к давлению насыщенного газа чистого 
i-го компонента ,sip  можно пользоваться следующим приближением:

	 ( ) .si
i

p TK
p

=

В данной работе представлен метод построения констант фазового равновесия с исполь-
зованием настраиваемых параметров, которые учитывают особенности поведения реальных 
растворов в определённом диапазоне давлений и температур [1, 2]:

	 *( )( ) ,i
i

A p pK p
p

α

β

⋅ +
= 	 (1)

где *, , ,iA p α β  — настраиваемые газаметры, учитывающие свойства реального флюида.
Молярный потенциал Гиббса для газа имеет вид:
	  g  ln ln ( ),G i i i i

i i

RT p RT y y y Tβ χ= + +∑ ∑
где T  — температура, p  — давление, iy  — молярная концентрация i-го компонента в газовой 
фазе, ( )i Tχ  — функции, характеризующие чистый i-й компонент и зависящие только от тем-
пературы, β  — функции, учитывающие неидеальность растворения i-го компонента в реаль-
ном растворе.

Опуская некоторые математические выкладки, химический потенциал компонентов в га-
зовой фазе имеет вид:

	 ( ), ln  ( ).i G i iRT p y Tβµ χ= +

Аналогично для жидкой фазы 
	 ( ), *ln ( ) ( ).i L i i iRT p p A x Tαµ χ= + +

Одним из условий локального фазового равновесия является равенство химических по-
тенциалов компонентов в фазах. Поэтому получим выражение:

	 *( ) .i i iA x p p p yα β+ =
Тогда константы фазового равновесия iK  имеют вид [1,2]:

	 *( ) .i i
i

i

y A p pK
x p

α

β

+
= = 	 (2)

Рассмотрим 2-х компонентный раствор метан-декан 4 10 22.CH C H−  Используя условия 
нормировки, получим:

	
( )

1
1

1 *

;y pA
x p p α=

+
  

( )
1

2
1 *

1 .
1

y pA
x p p α

−
=

− +
Введем новые обозначения: 1( ) ,LC p x=  1( )GC p y=  (кривые кипения и конденсации).
В итоге получим:

	
( )

2

1 2 2 1*

1( ) ;L
ApC p

A A A Ap p α= +
− −+

	 ( )*1 1 2

2 1 2 1

( ) .G

p pA A AC p
A A p A A

α+
= +

− −
Если после измерений на скважине известны уравнения состояния жидкой и газовой фазы, 

то по ним вычисляются все параметры ,iA  *,p  ,α  .β  Если же при некотором давлении 0p   
известны концентрации в газовой 0{ }iy  и жидкой 0{ }ix  фазах, то модель полностью определе-
на и построена. Если таких данных нет или недостаточно, то используется flash из композици-
онной модели [1, 2, 4, 7]. 
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3. Результаты и анализ

Проведенные расчеты для различных термодинамических условий и составов углеводо-
родных смесей показали следующее:

1. Точность аппроксимации:
– Для бинарной системы метан-декан погрешность расчета констант фазового равновесия 

не превышает 5 % относительно эталонных данных. В рабочем диапазоне давлений 30–100 бар 
отклонения составляют не более 3,2 %.

– Наибольшие расхождения (до 5 %) наблюдаются вблизи критической точки системы, что 
ожидаемо для аналитических методов.

– Сравнение с композиционной моделью подтвердило хорошее соответствие результатов: 
максимальное отклонение в указанном диапазоне не превышает 4,7 % при полном совпадении 
тенденций изменения K-values.

2. Вычислительная эффективность:
– Предложенные методы позволяют сократить время расчетов в 2–3 раза по сравнению с 

традиционными подходами.
– Количество итераций, необходимое для достижения сходимости, уменьшено на 40–45 %, 

что свидетельствует о заметном снижении требований к вычислительным ресурсам.
3. Устойчивость алгоритмов:
– В сложных термодинамических условиях, включая области с ретроградными явлениями, 

разработанные алгоритмы демонстрируют устойчивую и стабильную работу.

Заключение

Проведенное исследование демонстрирует высокий практический потенциал разработан-
ных аналитических методов для моделирования нефтегазовых месторождений. Ключевым 
достижением является существенное сокращение временных затрат при проведении много-
вариантных расчетов без потери инженерной точности.

Предложенный подход особенно актуален для оперативного анализа и прогнозирования 
разработки сложных нефтегазоконденсатных залежей, где критически важны учет ретроград-
ных явлений и рисков гидратообразования.

Таким образом, работа открывает новые возможности для создания эффективных инстру-
ментов поддержки принятия технологических решений на этапах проектирования и оптими-
зации разработки углеводородных месторождений. 
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УДК 665.455:006.354

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА НАБУХАНИЯ РЕЗИНОВОЙ КРОШКИ 
В БИТУМНОМ ВЯЖУЩЕМ

1Томский государственный архитектурно-строительный университет
2Томский государственный университет

О. В. Матвиенко1,2, Н. С. Фирсанова2

Аннотация. Проведено исследование процесса набухания резиновой крошки в битум-
ном вяжущем в процессе приготовления резинобитумного концентрата. Установлено, 
что температура является решающим фактором, влияющим на процесс набухания рези-
новой крошки. Увеличение температуры приводит к уменьшению времени равновесного 
набухания. При одних и тех же условиях мелкие частицы резины набухают быстрее и 
достигают равновесного набухания раньше, чем крупные частицы.
Ключевые слова: резинобитумное вяжущее, дорожный битум, набухание, моделирование.

Введение

Модификаторы на основе шинной резины уже более 50 лет успешно используются в дорожной 
отрасли различных стран мира. Асфальтобетоны, изготовленные с применением таких модифи-
каторов, отличаются повышенной сдвигоустойчивостью, устойчивостью к низкотемпературным 
трещинам, повышенной усталостной долговечностью, более низкой стоимостью содержания. 
Применение резинобитумных вяжущих существенно расширяет температурный интервал на-
дежной работы асфальтобетонного покрытия, увеличивает трещиностойкость при низких темпе-
ратурах за счет повышенной эластичности, повышает стойкость покрытия к колееобразованию 
не только по сравнению с традиционным рецептом ЩМА с применением целлюлозной стабили-
зирующей добавки, но и по сравнению с ЩМА на полимерно-битумном вяжущем. 

В последнее время значительное внимание исследователей направлено на модификацию 
нефтяных битумов применением резиновой крошки или резинового порошка. Этому пер-
спективному направлению посвящено значительное количество исследований [1–6].

Анализ многочисленных исследований, посвященных проблеме модификация битумов с 
использованием резиновой крошки, показывает, что направление модифицирования битум-
ных вяжущих в РФ по сравнению с другими странами имеет большие перспективы [7].

Исследования с применением резиновой крошки при производстве битумных вяжущих 
проводились еще в середине ХХ [8] века и несколько активизировались в 1990–2000-е годы [9].

В работе [10], подробно описаны свойства асфальтобетона при ведении в его состав рези-
ны в зависимости от объемов и фракций ее введения.

В работе [11] были проведены исследования свойств асфальтобетонов при внесении в их 
состав модифицированных твердых полимерных материалов. Получены положительные ре-
зультаты в изменении структуры асфальтобетона.

Модификация дорожного асфальтобетона резиновыми порошками рассмотрена в [12]. 
Одним из способов улучшения свойств асфальтобетоном является введение механоактиви-
рованной резиновой крошки.

В работе [13] проведено исследование эффективности измельчения резиновых отходов 
в модельном измельчителе, разработаны рекомендации по изготовлению опытно-производ-
ственной установки для получения резиновой крошки требуемой дисперсности.

Настоящая работа является продолжением исследований течения, теплообмена и модифи-
кации битумных вяжущих различной реологии [14–28]. Целью работы является исследование 
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процесса набухания резиновой крошки в битумном вяжущем в процессе приготовления ре-
зинобитумного концентрата.

Схема получения гомогенного резинобитумного вяжущего предусматривает на первом 
этапе механическое перемешивание резиновой крошки в количестве 37.5 % масс. в среде биту-
ма БНД 70/100 в количестве 50 % масс. и пластификаторов в количестве 12.5 % масс. в лопаст-
ной мешалке с получением концентрированной суспензии резинобитумного композита. За-
тем смесь при постоянном перемешивании выдерживается при температуре 230 °С в течении 
2.5 часов с получением концентрированной суспензии резинобитумного композита. Затем 
температура суспензии понижается до комнатной температуры. На втором этапе производит-
ся смешение в инжекторной установке непрерывного действия концентрированной суспен-
зии резинобитумного композита в количестве от 50 % масс. с битумом в количестве 50 % масс. 

Из-за термодинамической совместимости между каучуком и низкомолекулярными фрак-
циями битума [29], мальтены диффундируют в резиновые сети и поглощаются ими. Это вы-
зывает набухание частиц каучука и образование гелеобразной структуры, прилегающей к гра-
нице раздела битум-каучук, а также ослабление межмолекулярных связей в резине. Набухание 
частиц резиновой крошки продолжается с увеличением времени взаимодействия. В опреде-
ленный момент набухание резины достигает своего равновесия с увеличением объема в не-
сколько раз. После этого увеличение времени взаимодействия при повышенных температурах 
приведет к распаду резины. Частицы резиновой крошки разделяются на более мелкие индиви-
дуумы из-за распада резиновой сети. Когда температура взаимодействия достаточно высока, 
этот процесс включает две химические реакции: деполимеризацию и девулканизацию [30], 
которые разрушают связи полимерной цепи или поперечные связи, снижая, таким образом, 
среднюю молекулярную массу резины.

Образовавшееся каучуковое вещество структурирует битум. Это придает резинобитум-
ному вяжущему эластичность, более высокую температуру размягчения, пластичность при 
низких температурах, понижает температуру хрупкости и повышает глубину пенетрации.

Математическая модель

Для описания кинетики набухания используем гетерофазную модель, выделяющую в на-
бухшей резиновой крошке две фазы: фазу полимерного раствора (ПР) и фазу внешнего рас-
твора (ВР) [31]. 

Изменение объема резиновой крошки описывается уравнением

	 ( )1 2
( )ln .
( )

eqw b
f f

w

a cdV k S k V V
dt a c

 
= + − 

 
	 (1)

где ,V  м3 — объём резиновой крошки в текущий момент времени ,t  с; ,eq
fV  м3 — объём фазы 

внешнего раствора при равновесии; ,fV  м3 — текущий объём фазы внешнего раствора; ( )w ba c  — 
активность легких фракций битума в приповерхностном слое с концентрацией ,bc  моль/л; 

( )wa c  — активность легких фракций битума в фазе внешнего раствора при концентрации рас-
творенного вещества в ней — c  в текущий момент времени; 1,k  м/с — коэффициент, характе-
ризующий скорость потока из резиновой крошки или в резиновую крошку под действием гра-
диента химических потенциалов; 2 ,k  с−1 — коэффициент, отражающий время релаксации 
полимерной сетки к приходу её в равновесное состояние; ,S  м2 — площадь поверхности гра-
нулы в текущий момент времени.

Параметры, используемые при моделировании, были определены и собраны из опублико-
ванных литературных источников. Для моделирования набухания резиновой крошки в би-
тумном вяжущем рассматривался битум марки БНД 70/100, резина легковых шин при четы-
рех различных температурах, 150, 180, 200 и 230 °C.



1449

Анализ результатов

Изменение объема резиновых частиц в процессе набухания характеризует коэффициент 
набухания, который равен отношению изменение объема частицы в процессе набухания к ис-
ходному объему резиновой частицы:

	 0

0

.V VK
V
−

= 	 (2)

Из рис. 1 видно, что увеличение объема резиновой крошки наиболее быстро происходит 
на ранней стадии взаимодействия. С течением времени скорость увеличения объема крошки 
замедляется практически до нуля. Это свидетельствует о достижении равновесного размера 
резиновой крошки.

С ростом температуры процесс набухания частиц резины в битуме происходит быстрее. 
Чем выше температура, тем меньше времени требуется частицам резины для достижения рав-
новесия. Это происходит из-за увеличения коэффициентов диффузии при повышенных тем-
пературах, что обусловлено большим сегментарным движением полимерных цепей. В целом, 
равновесная степень набухания резины при разных температурах одинакова. 

На процесс набухания значительно влияет начальный размер частиц резиновой крошки. 
Мелкие частицы резины набухают быстрее и достигают равновесного набухания на более 
ранней стадии, чем крупные частицы, как показано на рис. 2. Время насыщения мальтенами 
мелких частиц резины (диаметром менее 0.3 мм) составляет примерно через 5 минут, однако 
процесс насыщения мальтенами средних частиц (диаметром от 0.3 до 0.6 мм) увеличивается 
до 10 минут, а крупных частиц (диаметром более 1.2 мм) составляет более 30 минут.

На основании результатов численного моделирования можно сделать следующие выводы:
• Температура является решающим фактором, влияющим на процесс набухания резино-

вой крошки. Уличение температуры приводит к росту коэффициента диффузии и уменьше-
нию времени равновесного набухания.

• При одних и тех же условиях мелкие частицы резины набухают быстрее и достигают рав-
новесного набухания раньше, чем крупные частицы резины.

Рис. 1. Изменение коэффициента набухания резиновой крошки с течением времени 
при различных температурах. Начальный диаметр крошки равен 0.3мм: 1 — 230T =  °С, 

2 — 200T =  °С, 3 — 180T =  °С, 4 — 150T =  °С



1450

Литература

1. Аюпов Д. А., Мурафа А. В., Хакимуллин Ю. Н., Хозин В. Г. Современные способы реенера-
ции резин и возможности использования их в строительной отрасли // Известия Казанского 
государственного архитектурно-строительного университета. – 2010. – № 1 (13). – С. 260–263.

2. Беляев П. С., Маликов О. Г., Меркулов С. А., Фролов В. А. Решение проблемы утилиза-
ции отходов резинотехнических изделий путем модификации дорожных вяжущих // Вестник 
ФГУИТ. – 2014. – № 2. – С. 129–131.

3. Иванов С. А., Шабаев С. Н. Исследование влияния стадийности технологического про-
цесса получения композиционных резинобитумных вяжущих на их свойства // Вестник 
ТГАСУ. – 2016. – № 4. – С. 153–158.

4. Оксак С. В. Влияние дробленной резиновой крошки на свойства битума и асфальтобето-
на // Вестник ХНАДУ. – 2017. – Вып. 79. – С. 133–137. Исследование процессов старения рези-
нонаполненных битумных вяжущих // Успехи в химии и химической технологии. Том ХХХ. – 
2016. – № 10. – С. 40–42.

5. Осипчик В. С., Костромина Н. Д., Олихова Ю. В., Ивашкина В. Н., Аристов В. М., Сер-
бин С. А. Повышение эксплуатационных свойств резинонаполненных битумных вяжущих // 
Вестник технологического университета. – 2016. – Т. 19, № 8. – С. 50–53.

6. Покладий Я. Н., Панин А. В., Иванов С. А. Химизм процесса улучшения физико-химиче-
ских параметров полимерно-битумного вяжущего на основе резиновой крошки // Строитель-
ные материалы и изделия. – 2015. – № 6. – С. 147–151.

7. Лукьянова М. А., Вахьянов Е. М. Обоснование рационального состава битумных вяжу-
щих модифицированных резиновой крошкой // Вестник КузГТУ. – 2015. – № 4. – С. 143–146.

8. Руденская И. М., Руденский А. В. Использование отходов потребления и производства тех-
нической резины в дорожном строительстве // ОИ ЦБНТИ Росавтодора. – 1992. – Вып. 2. – 59 с.

9. Худякова Т. С., Шаповалова Н. В., Колеров Л. В., Попов С. М. Резиновая крошка в деле. 
Влияние комплексного модификатора на физико-механические свойства дорожного битума // 
Автомобильные дороги. – 2010. – № 7. – С. 56–61.

Рис. 2. Изменение коэффициента набухания. Изменение коэффициента набухания 
резиновой крошки различного начального размера с течением времени. 

Температура набухания составляет 230 °С. Начальный диаметр крошки равен: 
1 — 0.3 мм, 2 — 0.6 мм , 3 — 0.9 мм, 4 — 1.2 мм



1451

10. Слепой Б. М. Исследование некоторых свойств асфальтобетона с добавлением резины / 
Б. М. Слепой [и др.] // Труды Союздорнии. – Вып. 34. – М. : Транспорт, 1969. – С. 83–90.

11. Курденкова И. Б. Структура и свойства асфальтобетона на модифицированных тверды-
ми полимерами минеральных материалах: автореф. дис. канд. техн. наук: 05.23.05 / И. Б. Кур-
денкова; науч. рук. д-р, проф. И.В. Королев; МАДИ. – М., 1999. – 19 с.

12. Иванова Т. Л. Модификация дорожного асфальтобетона резиновыми порошками меха-
ноактивационного способа получения [Текст]: дис. на соиск. степ. канд. техн. наук / Т. Л. Ива-
нова; СибАДИ. – Омск, 2009. –192 с.

13. Прокопец В. С. Повышение эффективности дорожно-строительных материалов меха-
ноактивационным модифицированием исходного сырья [Текст]: афтореф. дис. на соиск. степ. 
док. техн. наук / В. С. Прокопец; СибАДИ. – Омск, 2005. – 34 с.

14. Матвиенко О. В., Базуев В. П., Южанова Н. К. Математическое моделирование тече-
ния закрученного потока псевдопластической жидкости в цилиндрическом канале. Инженер-
но-Физический журнал. – 2011. – Т. 84, № 3. – С. 544–547.

15. Матвиенко О. В., Базуев В. П., Южанова Н. К. Математическое моделирование течения 
закрученного потока дилатантной жидкости в цилиндрическом канале. Инженерно-Физиче-
ский журнал. – 2014. – T. 87, № 1. – С. 192–199.

16. Матвиенко О. В. Исследование течения полимерно-битумного вяжущего, описываемо-
го моделью кросса, в цилиндрической трубе / О. В. Матвиенко, Н. С. Фирсанова, О. А. Сквор-
цова, И. С. Черкасов // Инженерно-физический журнал. – 2025. – Т. 98, № 2. – С. 471–483. 

17. Матвиенко О. В., Литвинова А. Е., Фирсанова Н. С. Исследование структуры течения 
полимерно-битумного вяжущего, описываемого моделью Кросса, в трубе с внезапным расши-
рением // Вестник Томского государственного архитектурно-строительного университета. – 
2022. – Т. 24, № 5. – С. 151–168. 

18. Матвиенко О. В. Исследование установившегося течения псевдопластической жидко-
сти, описываемой моделью Cиско, в цилиндрической трубе // Вестник Томского государствен-
ного университета. Математика и механика. – 2018. – № 55. – С. 99–112.

19. Матвиенко О. В. Численное исследование течения неньютоновских жидкостей в ци-
линдрическом канале // Известия высших учебных заведений. Физика. – 2014. – Т. 57, № 8-2. – 
С. 183–189.

20. Матвиенко О. В., Асеева А. Е. Математическое моделирование закрученного потока тер-
мовязкой псевдопластической жидкости Сиско в цилиндрическом канале // Инженерно-фи-
зический журнал. – 2020. – Т. 93, № 4. – С. 857–869.

21. Матвиенко О. В., Базуев В. П., Асеева А. Е. Математическое моделирование течения за-
крученного потока псевдопластической жидкости Балкли — Гершеля в цилиндрическом кана-
ле // Инженерно-физический журнал. – 2019. – Т. 92, № 1. – С. 215–226.

22. Матвиенко О. В., Базуев В. П., Асеева А. Е. Математическое моделирование течения за-
крученного потока дилатантной жидкости Балкли — Гершеля в цилиндрическом канале // Ин-
женерно-физический журнал. – 2019. – Т. 92, № 6. – С. 2641–2651.

23. Матвиенко О. В., Базуев В. П., Дульзон Н. К. Математическое моделирование течения 
закрученного потока вязкопластической жидкости в цилиндрическом канале // Инженер-
но-физический журнал. – 2014. – Т. 87, № 5. – С. 1129–1137. 

24. Матвиенко О. В., Базуев В. П., Дульзон Н. К., Смирнова Н. Г., Агафонова М. В. Числен-
ное исследование структуры течения и теплообмена при закрученном течении битумно-дис-
персных систем в цилиндрических каналах // Вестник Томского государственного архитектур-
но-строительного университета. – 2014. – № 2 (43). – С. 80–93.

25. Матвиенко О. В., Унгер Ф. Г., Базуев В. П. Математические модели производственных 
процессов для приготовления битумных дисперсных систем. – Томск : Изд-во ТГАСУ, 2015.



1452

26. Матвиенко О. В. Исследование неустановившегося течения дилатантной жидкости с 
пределом текучести Балкли — Гершеля в цилиндрической трубе / О. В. Матвиенко, Н. С. Фир-
санова // Вестник Волгоградского государственного архитектурно-строительного университе-
та. Серия: Строительство и архитектура. – 2024. – № 4(97). – С. 146–154.

27. Матвиенко О. В. Исследование расходных характеристик установившегося течения 
высокопарафинистого битумного вяжущего в цилиндрической трубе / О. В. Матвиенко, 
А. Е. Литвинова, Н. С. Фирсанова // Вестник Томского государственного архитектурно-строи-
тельного университета. – 2021. – Т. 23, № 5. – С. 71–85.

28. Матвиенко О. В. Исследование установившегося течения сгущающейся жидкости в ци-
линдрической трубе / О. В. Матвиенко, Н. С. Фирсанова // Вестник Волгоградского государ-
ственного архитектурно-строительного университета. Серия: Строительство и архитектура. – 
2023. – № 2(91). – С. 157–167.

29. Artamendi I., Khalid H. A. Diffusion kinetics of bitumen into waste tyre rubber // Journal of the 
Association of Asphalt Paving Technologists. – 2006. – 75. – P. 133–164.

30. Аbdelrahman M. A., Carpenter S. H. Mechanism of the interaction of asphalt cement with 
crumb rubber modifier. Transportation Research Record // Journal of the Transportation Research 
Board. – 1999. – 1661. – P. 106–113.

31. Ferapontov N. B., Gorshkov V. I., Parbuzina L. R., Trobov H. T. [et al.] Heterophase model of 
swollen cross-linked polyelectrolyte // React. & Funct. Polym. – 1991. – Vol. 41. – P. 213–225.



1453

УДК 534.26

ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО КРИТЕРИЯ ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ТОЧНОСТИ ЧИСЛЕННЫХ РЕШЕНИЙ ДИФРАКЦИОННЫХ ЗАДАЧ

Тульский государственный университет

М. В. Окороков

Аннотация. Универсальным средством контроля точности численных решений диф-
ракционных задач предлагается считать энергетический критерий. Его использование 
заключается в сравнении значений потока энергии рассеянной акустической волны, рас-
считанных аналитически и численно. Применение энергетического критерия продемон-
стрировано на примере оценки точности решения методом конечных элементов модель-
ной задачи о дифракции звука на сплошном шаре, находящемся в идеальной жидкости. 
Рассмотрены случаи абсолютно жесткого и однородного упругого шара при различных 
значениях волнового размера тела и характерного размера конечного элемента. Отмече-
но, что энергетический критерий также может использоваться для определения количе-
ства удерживаемых членов в бесконечных рядах, характеризующих акустические величи-
ны в аналитическом решении.
Ключевые слова: дифракция звука, энергетический критерий, точность численного ре-
шения, поток акустической энергии, сплошной шар, идеальная жидкость, рассеянная 
волна, дальняя зона поля, метод конечных элементов, относительное расхождение, коли-
чество удерживаемых слагаемых.

Введение

Результаты решения задач дифракции звука на телах, имеющих различную структуру и 
конфигурацию, активно применяются во многих сферах человеческой деятельности. Они с 
успехом используются в гидроакустике, геофизике, дефектоскопии, материаловедении и т. д.

В большинстве случаев нетривиальность формы, а также неоднородность и анизотропия 
структуры тел, встречающихся на практике, приводят к значительному усложнению поста-
новок дифракционных задач. В связи с этим точное аналитическое решение задач рассеяния 
звука на многих реальных объектах часто имеет очень громоздкий вид, который серьезно за-
трудняет анализ и качественную интерпретацию полученных результатов. По этой причине 
более рационально и эффективно находить численные решения. 

В отдельных случаях при использовании численных методов для нахождения решений по-
ставленных дифракционных задач могут возникать погрешности, которые в зависимости от 
своей величины способны серьезно повлиять на точность получаемых данных. Ее снижение 
приводит к искажению результатов исследований, что влечет за собой формулирование не-
верных выводов о рассматриваемом процессе. 

Существенный прикладной потенциал численных решений делает особенно важной раз-
работку средств контроля их точности и изучение влияния на нее геометрических и физиче-
ских параметров постановки задачи, а также методов и алгоритмов, применяемых для опреде-
ления значений искомых акустических величин. Однако, ввиду многообразия формулировок 
и способов решения задач теории дифракции, довольно трудно установить универсальный 
критерий для оценки точности расчетов. С этой целью потенциально можно использовать 
сравнение итогов вычислений с экспериментальными данными. Вот только результаты экс-
перимента сами практически всегда имеют погрешность и поэтому не могут рассматриваться 
в качестве эталона. В научной литературе описаны различные методики, позволяющие оце-
нивать точность полученного решения. Однако применение конкретного подхода зависит 
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от направленности и специфики рассматриваемой дифракционной задачи. Поэтому данные 
методики не могут претендовать на универсальность, поскольку используются лишь в зада-
чах определенного вида. Так, например, в [1, 2] указано, что для нахождения приближенных 
значений неизвестных коэффициентов разложений сначала необходимо вычислить невязки 
между соответствующими членами последовательных решений конечных систем, получаемых 
из бесконечной системы путем ее усечения с возрастающими значениями порядка усечения. 
А затем, сравнив наибольшую из невязок и заданную наперед точность, сделать вывод о целе-
сообразности дальнейшего увеличения порядка усечения. Однако данный способ применим 
только тогда, когда для определения искомых акустических величин требуется решить беско-
нечную систему уравнений. 

Как известно, наиболее общими законами в любой физической теории являются законы 
сохранения. Вследствие справедливости закона сохранения полной энергии для всех типов 
фундаментальных взаимодействий, представляется, что в качестве универсального средства 
для оценки точности численных решений дифракционных задач может выступать так называ-
емый энергетический критерий. Его использование подразумевает под собой сравнение зна-
чений определенного энергетического показателя, рассчитанных аналитически и численно. 
Это и позволяет оценить точность численного решения.

Дифракционные задачи, в которых форма фронта звуковой волны, рассеянной телом, от-
лична от плоскости, в дальнейшем изложении будем называть пространственными дифрак-
ционными задачами. Установлено, что в задачах такого вида в качестве энергетической харак-
теристики, используемой в разработанном критерии, должен выступать поток акустической 
энергии. 

В настоящее время известны подходы к расчету данного энергетического показателя при 
решении задач дифракции звука на объектах различной формы и структуры. Фундаменталь-
ные основы по вычислению потока акустической энергии в дифракционных задачах содержат-
ся в [3–5]. В [6] методом частичных областей определено звуковое поле точечного источника, 
расположенного в неоднородной морской среде с плавающим на поверхности телом цилин-
дрической формы. На основе полученного решения в ближнем поле исследован баланс сред-
него потока мощности в области с цилиндрическим выступом и среднего потока мощности 
в области, не содержащей указанный объект. Отношение мощностей излучения рассеянной 
рэлеевской волны и падающей волны Рэлея рассчитано в [7] при различных соотношениях 
между скоростями продольной и поперечной волн в твердом теле. В [8] отмечено, что зна-
чительная погрешность в выполнении энергетического баланса свидетельствует о наличии 
ошибки в решении задачи о дифракции звука на абсолютно жесткой неподвижной сфере. При 
этом интегральный энергетический критерий заключается в проверке равенства усредненных 
по времени потока энергии в рассеянной волне и потока энергии взаимодействия падающего 
и рассеянного поля. В работе [9] показано, что суммарный поток энергии при прохождении 
звука через двумерный волновод сохраняется. Также авторами проведено графическое иссле-
дование зависимости отраженных и прошедших потоков энергии от частоты для различных 
структурных свойств волновода. 

1. Постановка и численное решение модельной задачи

Рассмотрим применение энергетического критерия для оценки точности численного реше-
ния модельной пространственной дифракционной задачи. Для этого обратимся к задаче о рас-
сеянии плоской звуковой волны, распространяющейся по направлению оси z  декартовой си-
стемы координат и имеющей амплитуду 0 ,A  сплошным шаром радиуса .a  Пусть тело 
находится в идеальной жидкости с плотностью ,ρ  скорость звука в которой — .c  Требуется 
определить акустическое поле, рассеянное шаром.
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Звуковое давление падающей волны в сферической системе координат ,  ,  r θ ϕ  с началом в 
центре тела запишется следующим образом:

	 cos
0 0 ,ikrp A e θ= 	 (1)

где 0A  — амплитуда давления; k  — волновое число в жидкости.
Рассмотрим также представление 0p  в виде суммы бесконечного ряда:

	 0 0
0

(2 1) ( ) (cos ),n
n n

n
p A i n j kr P θ

∞

=

= +∑ 	 (2)

где ( )nj x  — сферическая функция Бесселя порядка ;n  ( )nP x  — многочлен Лежандра степени .n
Записав уравнение Гельмгольца для давления рассеянной волны sp  в сферической системе 

координат и решив его методом разделения переменных, получим, что искомое выражение 
для sp  с учетом условий излучения на бесконечности будет иметь вид:

	
0

( ) (cos ),s n n n
n

p A h kr P θ
∞

=

=∑ 	

где nA  — коэффициенты, подлежащие определению; ( )nh x  — сферическая функция Ханкеля 
первого рода порядка .n

Найдем численное решение поставленной дифракционной задачи методом конечных эле-
ментов с помощью программной среды для моделирования физических процессов COMSOL 
Multiphysics. При этом рассмотрим как абсолютно жесткий, так и однородный упругий шар, 
материал которого характеризуется плотностью 1ρ  и коэффициентами Ламе λ  и .µ

Так как сферический объект находится в неограниченном пространстве, заполненном 
жидкостью, то напрямую применить метод конечных элементов нельзя, поскольку по своей 
природе он призван решать задачи для ограниченных областей [10]. Поэтому проведем искус-
ственное усечение исследуемой области. С этой целью в жидкости, окружающей тело, выде-
лим сферическую поверхность 0Γ  радиуса ,R  соответствующего дальней зоне поля. Осевое 
сечение полученной геометрической модели приведено на рис. 1. Данная иллюстрация, как и 
все последующие, соответствует случаю однородного упругого шара.

Необходимо, чтобы полученная после усечения область 0Ω  вела себя так, как будто она 
простирается до бесконечности. Для этого на 0Γ  в COMSOL Multiphysics зададим граничное 

Рис. 1. Геометрическая модель, полученная после усечения области
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условие, моделирующее излучающие границы, — «Spherical Wave Radiation». Указанная опция 
позволяет добиться на 0Γ  минимального отражения рассеянных шаром сферических волн 
обратно, в сторону упругого тела [10].

Чтобы найти решение задачи, покроем область 0 1 Ω = Ω ∪ Ω  конечно-элементной сеткой. 
Конечные элементы имеют форму треугольника. Для исследования точности численного ре-
шения рассмотрим следующие варианты возможных размеров конечных элементов: «круп-
ный», «средний», «мелкий». Разбиение области Ω  на конечные элементы различной величины 
представлено на рис. 2. Так как возбуждаемые волновые поля не зависят от координаты ,ϕ  то 
достаточно изобразить лишь одну из половин шара. 

2. Оценка точности численного решения

Оценку точности численного решения поставленной задачи предложено провести путем 
сравнения значений усредненного по времени потока энергии рассеянной волны, рассчитан-
ных аналитически и численно.

Усредненный по времени поток энергии рассеянной волны sW  через сферическую по-
верхность ,S  окружающую шар и имеющую радиус 1,r  вычисляется по следующей формуле:

	 *1 Re ,
2s s sn

S

W p V dS= ∫
где snV  — нормальная к S  составляющая колебательной скорости частиц в рассеянной волне. 
Здесь и далее звездочка «*» означает комплексно сопряженную величину. Значение 1r  можно 
выбрать произвольно, поскольку поток энергии сферической волны в отсутствии поглощения 
одинаков через сферу любого радиуса.

Так как нормаль к поверхности S  совпадает с осью r  сферической системы координат, то 
имеем, что 

	
*

* * *

0

1 ( ( )) (cos ),s
sn n n n

n

p iV A h kr P
i r c

θ
ρω ρ

∞

=

 ∂  ′= = ∂ 
∑

где ω — круговая частота; ( )nh x′  — 1-я производная сферической функции Ханкеля первого рода.

                  а                                                                   б                                                            в
Рис. 2. Разбиение области Ω  на конечные элементы: а) размер элемента «крупный», 

б) размер элемента «средний», в) размер элемента «мелкий»
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Тогда поток рассеянной энергии sW  вычисляется так:
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∫ ∫

∑ ∑∫ ∫
Используем свойство ортогональности полиномов Лежандра:
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и получим, что усредненный по времени поток энергии рассеянной волны равен  
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Применение асимптотической формулы для сферической функции Ханкеля первого рода 
при больших значениях аргумента 1( 1):kr >>
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ikr

n
n
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+≈ −

позволяет установить, что аналитически поток рассеянной энергии в дальней зоне акустиче-
ского поля может быть определен так:
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В выражениях (3) и (4) в случае абсолютно жесткого шара 

	 0
( )(2 1) ,
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n n
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= − +
′

где ( )nj x′  — 1-я производная сферической функции Бесселя. 
Для однородного упругого шара
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где ∆  — определитель матрицы 
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При описании элементов указанных матриц введены следующие обозначения:
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где /l lk cω=  — волновое число продольных упругих волн; 1( 2 ) /lc λ µ ρ= +  — скорость про-
дольных волн; /k cτ τω=  — волновое число поперечных упругих волн; 1/cτ µ ρ=  — ско-
рость поперечных волн; ( )nj x′′  — 2-я производная сферической функции Бесселя. 

Выражения (3) и (4) представляют собой суммы бесконечного числа слагаемых. Очевидно, 
что расчет такого количества членов крайне затруднителен, ввиду ограниченности вычисли-
тельных и временных ресурсов. Из-за описанных сложностей для получения требуемых ре-
зультатов необходимо учитывать лишь некоторое конечное число слагаемых. Естественно, воз-
никает вопрос: каким критерием нужно руководствоваться для определения их количества? 

Решить указанную проблему также помогает применение энергетического критерия.
Вычислим усредненный по времени поток энергии падающей волны, приходящийся на по-

верхность нижней половины шара, по формуле

	
2 /2

2 *
0 0

0 0

1 Re sin ,
2 na p V d d

π π

θ θ ϕ
 
 
 
∫ ∫ 	

где 0nV  — нормальная к поверхности шара составляющая колебательной скорости частиц в 
падающей волне. 

Рассмотрим представление падающей волны в экспоненциальном виде, т. е. в виде (1). Тогда 

	 * cos0
0

cos ,ikr
n

AV e
c

θθ
ρ

−=

и средний поток падающей акустической энергии, приходящийся на поверхность нижней по-
ловины шара, будет равен  
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2
a AW

c
π

ρ
= 	

В случае представления падающей волны с помощью выражения (2), т. е. в виде суммы 
ряда:

	 * 0
0

0
( ) (2 1) ( ) (cos ).n

n n n
n

iAV i n j kr P
c

θ
ρ

∞

=

′= − +∑
Отсюда находим, что усредненный по времени поток энергии акустической волны, падаю-

щей на поверхность нижней половины шара:

	
/22 2

0
1

0 00

Re (2 1) ( ) (cos ) ( ) (2 1) ( ) (cos ) sin .n n
n n n n

n n

a AW i i n j ka P i n j ka P d
c

ππ θ θ θ θ
ρ

∞ ∞

= =

  ′= + − +  
  
∑ ∑∫ 	

Рассмотрим функцию
1 1/22 2

0
1 1

0 00

( ) Re (2 1) ( ) (cos ) ( ) (2 1) ( ) (cos ) sin .
N N

n n
n n n n

n n

a AW N i i n j ka P i n j ka P d
c

ππ θ θ θ θ
ρ = =

  
′= + − +  

  
∑ ∑∫

Поскольку запись падающей волны в форме (2) эквивалентна представлению (1), то есте-
ственно ожидать, что

	
1

0 1 1lim ( ).
N

W W N
→∞

=

Тогда для наперед заданной точности вычислений 1ε  первое из значений 1,N  при котором

	 0 1 1
1

0 1 1

( )
,

min( , ( ))
W W N

W W N
ε

−
<

и будет являться порядком усечения рядов (3) и (4).
Численное решение задачи в COMSOL Multiphysics позволяет определить дискретные зна-

чения давления рассеянного поля в точках, расположенных на сферической поверхности бес-
конечно большого радиуса и отстоящих друг от друга на α°  по полярному углу .θ
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Обозначим через ,s ip  давление в дальней зоне при ( 1) /180,iθ πα= −  где 1,2,...,180 / 1.i α= +  
Положим, что давление в точках, полярная координата которых отличается от полярной коор-
динаты одной из расчетных точек ,s ip  не более чем на ( / 2) ,α °  равно давлению в соответству-
ющей расчетной точке. Получим:

	
,1

,

,180/ 1

,  [0; /360]
( ) ,  ( ( 1.5)/180; ( 0.5)/180], 2,3,...,180 /

,  ( (1 / 360); ].

s

s s i

s

p
p p i i i

p α

θ πα

θ θ πα πα α

θ π α π+

 ∈


= ∈ − − =
 ∈ −

Во избежание повторного учета части расчетных точек, левые концы определенных отрез-
ков исключаются из рассмотрения.

Вычислим потоки энергии на отрезках и полуинтервалах постоянства давления. Склады-
вая найденные величины, получим суммарный поток энергии рассеянной волны в дальней 
зоне поля, рассчитанный численно:

	
2 2

( 0.5)/180/360 180/2 2 2
,1 , ,180/ 1

20 ( 1.5)/180 (1 /360)

sin sin sin ,
i

far s s i s
i i

W p d p d p d
c

παπα πα

α
πα ε π α ε

π θ θ θ θ θ θ
ρ

−

+
= − + − +

 
= + +  

 
∑∫ ∫ ∫

где 6
2 10 .ε −=

Оценить точность численного решения позволяет анализ относительного расхождения 
между значениями потока энергии рассеянной волны, вычисленными аналитически и числен-
но, т. е. между sW  и :farW

	 ( ) 100 %.
min ,

s far

s far

W W

W W
δ

−
= × 	 (5)

3. Проведение численных исследований

Используя (5), исследуем точность численного решения, в случае если плоская звуковая вол-
на единичной амплитуды падает на шар, расположенный в воде ( 1000ρ =  кг/м3, 1485c =  м/с). 
Пусть 1 .α = °  Рассмотрим различные волновые размеры тела и величины конечных элемен-
тов. При этом для более корректного описания волнового процесса во всех исследованных 
случаях отношение длины волны к характерному размеру конечного элемента полагалось 
большим 10. Полученные результаты для абсолютно жесткого и алюминиевого ( 1 2700ρ =  кг/м3, 

105.6 10λ = ×  Н/м2, 102.6 10µ = ×  Н/м2) шаров представлены в табл. 1.
Таблица 1

Оценка точности численного решения для различных волновых размеров тела 
и величин конечных элементов

Волновое число ( ,k  м–1), 
радиус шара ( ,a  м), 

волновой размер тела (ka)

Размер 
конечного 
элемента

Отношение 
длины волны 

к характерному 
размеру конечного 

элемента

,δ  % (однородный 
упругий шар 

из алюминия)

,δ  % (абсолютно 
жесткий шар)

1,  1,  1k a ka= = =
«крупный» 74.8 0.29 0.45
«средний» 241.7 0.08 0.11
«мелкий» 785.4 0.007 0.016

2,  1.5,  3k a ka= = =
«крупный» 18.8 1.04 0.89
«средний» 60.4 0.21 0.18
«мелкий» 196.3 0.02 0.017



1460

1.25,  4,  5k a ka= = =
«крупный» 10.01 3.29 0.8
«средний» 32.2 0.6 0.13
«мелкий» 106.9 0.05 0.01

Определено, что с увеличением волнового размера однородного упругого шара ухудшается 
точность численного решения для любого из рассмотренных размеров конечных элементов. 
На основе табличных данных установлено, что для каждой из изученных величин конечных 
элементов усложнение структуры объекта сферической формы, т. е. переход от абсолютно 
жесткого тела к однородному упругому, приводит к росту ,δ  начиная с 3.ka =  Как и следовало 
ожидать, при увеличении размера конечных элементов (от «мелкого» до «крупного») наблюда-
ется рост относительного расхождения для всех исследованных волновых размеров шара вне 
зависимости от его материала. 

Заключение

Исходя из вышеперечисленного, можно сделать вывод, что разработанный энергетический 
критерий является надежным средством, позволяющим оценивать точность численных реше-
ний дифракционных задач. К тому же энергетический критерий может применяться для опре-
деления количества удерживаемых слагаемых в бесконечных рядах, характеризующих акусти-
ческие величины в аналитическом решении. Предполагается, что использование в COMSOL 
Multiphysics для усечения области пространства, окружающей исследуемое тело, подхода 
«Идеально согласованный слой» («Perfectly Matched Layer») вместо граничного условия, моде-
лирующего излучающие границы, даст возможность повысить точность численных решений.
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ДИНАМИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ КРИОГЕННОЙ ЖИДКОСТИ 
В КВАДРАТНОЙ ОБЛАСТИ ПРИ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ ПЕРВОГО РОДА

Воронежский государственный университет

А. А. Ромахова, В. А. Сумин

Аннотация. Получено аналитическое решение задачи о динамическом распределении 
температуры криогенной жидкости в квадратной области при граничных условиях пер-
вого рода.
Ключевые слова: граничные условия первого рода, уравнение теплопроводности, сво-
бодная конвекция, аналитическое решение, численное решение.

Введение

В 20-м веке исследования в области естественной конвекции в жидкости с внутренним 
источником тепла набрали популярность в связи с возросшими потребностями ядерной энер-
гетики [1]. В большей мере на актуальность данных исследований повлияли аварии на атом-
ных электростанциях в США и Чернобыле, вследствие чего проблема безопасности атомной 
энергетики выделилась в отдельную область. 

Анализ сценариев и предсказаний тяжелых аварий на атомных электростанциях показал 
важность задачи удержания радиоактивного горячего расплава в корпусе ядерного реактора. 
В ходе исследования я выяснила, что самым приемлемым вариантом для решения этой зада-
чи служит метод внешнего охлаждения корпуса кипящей водой [2]. В связи с этим особую 
важность приобретает знание о закономерности распределения температуры, находящейся в 
замкнутом объёме, с внутренним источником тепла. 

Поэтому в работе рассматривается задача хранения криогенной жидкости в специальных 
ёмкостях, имитируемых квадратной каверной с внешним источником тепла.

Под жидкостью будем считать смесь газов (жидкий азот, кислород в жидком водороде, 
углеводородные примеси в жидком кислороде). Чтобы выяснить закономерность явлений пе-
реноса теплоты возьмем геометрию в виде квадратной каверны. В данной работе предлагается 
решить задачу аналитически.

Постановка задачи

Пусть на «смоченной» поверхности действует постоянный источник тепла ,q  обусловлен-
ный неидеальностью теплоизоляции. В начальный момент времени 0τ =  температура и кон-
центрация примеси в объёме жидкости однородны и составляют 0t  и 0c  соответственно. При 

0τ >  температура на стенке мгновенно изменяются до значений wt  и поддерживаются посто-
янными в ходе всего процесса. За начало координат выбирается левая угловая точка донной 
стенки и ось OX  направлена по донной стенке, а ось OY  перпендикулярно ей. 

Изменение локальной температуры во внутренних точках рассматриваемой области долж-
но быть определено из следующей начально-краевой задачи:

Уравнение теплопроводности [1]:

	
2 2

2 2 .t tC
x yρρ λ

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

	 (1)
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Начальные условия:

	 ( ), ,0 0.t x y = 	 (2)
Граничные условия:

	
( ) ( )
( ) ( )
0, , , , 1;

,0, , , 1.

t y t h y

t x t x h

θ θ

θ θ

= =

= =
	 (3)

	
2 2

2 2 ,
p p

t t t q
C x y C
λ

τ ρ ρ
 ∂ ∂ ∂

= + + ∂ ∂ ∂ 
	 (4)

где q  — количество тепла, протекающего через тело, λ  — коэффициент теплопроводности, 
t  — температура; ρ  — плотность; τ  — текущее время.

Перейдём к безразмерному виду с помощью относительных переменных

	 ; ;  ; x yX Y
h h

τθ
τ

= = = 	 (5)

	 * ; * ;  ;  ,
p

x h X y Y h a
C
λτ τθ
ρ

= = = = 	 (6)

где a  — коэффициент температуропроводности.
Аналогично получаем выражения для начальных и граничных условий

	 ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2 1;

, ,0 0;
0, , 1; 1, , 1;

,0, ,1, 1.

T T T
X Y

T X Y
T Y T Y
T X T X

θ

θ θ
θ θ

 ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ =

 = =


= =

	 (7)

Аналитическое решение

Для решения задачи применено конечное интегральное синус-преобразование Фурье по Y 
[3]:

	 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
, , , , , sin ;Y YF T X Y T X T X Y Y dYθ θ θ µ= =   ∫ 	 (8)

И получим в нашем случае:

Рис. 1. Расчетная схема
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( )( )

( )

( ) ( )

22
2

2

cos 1
;

,0 0;
cos 11, 0, .

Y Y
Y

Y

Y Y

T T T
X

T X

T T

µ µ
µ

θ µ

µθ θ
µ

 −∂ ∂
 = − −
∂ ∂

 =
 − = = −


	 (9)

Применим синус-преобразование Фурье по :X

	 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
, , sin ;X XY YF T X T T X Y dXθ θ θ λ= =   ∫ 	 (10)

	 [ ]; ;Y YX
X X Y YX

T dTF F T T
dθ θ

∂  = = ∂ 
	 (11)

	 [ ] ( ) ( )
1 1

00

1 cos 11 sin cos | .XF X dX X λλ λ
λ λ

−
= = − = −∫ 	 (12)

Тогда получим систему в следующем виде:

	

( )( )

( )( )( )

( )

2 2

2

cos 1 cos 1

cos 1 cos 1 1
;

0 0;

YX
YX YX

YX

dT T T
d

T

λ µ λ
λ µ

θ µ

µ λ µ

µλ

− −
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
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
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	 (13)

	
( )

*
;

0 .

YX
XY

YX

dT C T A
d

T B
θ

 = +

 =

	 (14)

	 ( ) .C
YX

A AT B e
C C

θθ  = + − 
 

	 (15)

В нашем случае

	

( )
( )( )( )

2 2

2 2

;

cos 1 cos 1 1
; 

0;

C

A

B

λ µ

µ λ λ µ

µλ

= − +
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( )( )( )

( )
( )2 2

2 2

2 2

cos 1 cos 1 1
* 1 .YXT e λ µ θµ λ λ µ

µλ λ µ
− +− − + +  = − −  +

	 (17)

Применяя двукратно обратное преобразование Фурье получим выражение для температуры:

	
( )( )( )

( )
( ) ( ) ( )

2 2
2 2

2 2
1 1

cos 1 cos 1 1
4 * 1 *sin sin

*
n mm n n m

n m
n m m n n m

T e X Yλ µ θµ λ λ µ
λ µ

µ λ λ µ

∞ ∞
− +

= =

− − + +  = − −  +∑∑ 	 (18)

где ; .n mn mλ π µ π= =
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Рис. 2. График решения задачи для 0,03θ = Рис. 3. График решения задачи для 0,05θ =

Рис. 4. График решения задачи для 0,3θ = Рис. 5. График решения задачи для 0,5θ =

Заключение

В данной работе аналитически была решена задача о динамическом распределении темпе-
ратуры криогенной жидкости в квадратной области при граничных условиях первого рода. 
Полученные графические данные о поведении температурных полей при свободно конвек-
тивном движении криогенных жидкостей показали, что математическая модель физически 
корректна описывает структуру температурного поля.
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К СТРУКТУРЕ УРАВНЕНИЙ БУССИНЕСКА

Калининградский государственный технический университет

А. И. Руденко

Аннотация. Рассматривается классическое двумерное уравнение Буссинеска для безвих-
ревого течения, в котором горизонтальная и вертикальная компоненты скорости явля-
ются неусредненными величинами. Показано, что уравнения Эйри являются частным 
случаем уравнения Буссинеска.
Ключевые слова: гравитационная волна, уравнение Буссинеска, уравнение Эйри.

Введение

Рассматриваются уравнения Буссинеска в рамках двумерной модели для однородной 
несжимаемой жидкости, когда движения потенциальные [5]. Поскольку данные уравнения, 
по праву, относятся к классическим уравнениям, то они отражены в большинстве задач теоре-
тической гидродинамики, например, [6–8]. Замечательным свойством данных уравнений яв-
ляется то, что они позволяют описать характеристики поверхностных гравитационных волн 
[2–4]. В качестве основы для анализа структуры уравнений Буссинеска была выбрана работа 
[1], где описан вывод уравнений через функцию потенциала скорости, составляющие компо-
ненты которой являются неусредненными величинами.

В данной стаье была увеличена точность в разложении функции потенциала скорости до 
8( ).O δ  Другой подход к получению уравнений Буссинеска с кубической нелинейностью был 

описан в [9].
Уравнения для идеальной, несжимаемой однородной жидкости запишем в виде:

	 1 ,Du p g
Dt

ρ−+ ∇ =


 	 (1)

	 0,u∇ =
 	 (2)

где ( , , )u u t x y=
   есть функция скорости, которая может быть разложена на горизонтальную 

компоненту 0u  и вертикальную компоненту 0v  скорости. Поскольку 
2

( ) ,
2

Du u uu u u rotu
Dt t t

γ ∂ ∂
= + ∇ ⋅ = +∇ − × ∂ ∂  

  

    
2

( ) ,
2

Du u uu u u rotu
Dt t t

γ ∂ ∂
= + ∇ ⋅ = +∇ − × ∂ ∂  

  

     2 ,u uγ = ⋅
   тогда (1) можно переписать следующим образом:

	 1 1 2( 2 ) .u u rotu p g
t

ρ γ− −∂
− × +∇ + =

∂



   	 (3)

В случае безвихревого потенциального течения ( 0,rotu =
  ,u ϕ= ∇

  ϕ  — функция потенци-
ала скорости), формула (3) примет вид:

	 1 1 2( 2 ) 0,u p G
t

ρ γ− −∂
+∇ + + =

∂



	 (4)

где .G g x g z= − ⋅ =
 

Интегрируя (4), приходим к уравнению Бернулли:

	 1 22 ,ap p g x
t
ϕρ γ−∂ = − + − ⋅ ∂ 

  	 (5)

где ap  — атмосферное давление. Необходимо отметить, что (5) представляет собой зависи-
мость давления для заданного распределения скоростей.
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Таким образом, для решения системы уравнений (5) и (2), введем граничные условия.
В качестве первого граничного условия выберем кинематическое условие, пологая, что 

субстанциональная производная x y z
D
Dt t x y z

ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

 для скалярной функции 

( , , ),f z t x yη= −  ( , , )t x yη  — функция профиля свободной поверхности, равна нулю:

	 0.x y z
D
Dt t x y

η η ηϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂
= + + + =
∂ ∂ ∂

	 (6)

Вторым граничным условием является динамическое условие. Пусть над свободной по-
верхностью перенос воздушных масс пренебрежимо мал, const,ap =  тогда давление может 
быть определено ( ),ap p T n= + ∇⋅

  T  — коэффициент поверхностного натяжения, n∇⋅
  — 

суммарная кривизна на свободной поверхности. Тогда с учетом (5), динамическое условие бу-
дет записано:

	 1 2 2 2 12 ( ) ( ) 0,t x y z T n gϕ ϕ ϕ ϕ ρ η− −+ + + + ∇⋅ + =
  ( , , ).z t x yη= 	 (7)

Двумерная задача

Постановка задачи. Требуется получить двумерные уравнения Буссинеска для волн на по-
верхности воды, используя разложение потенциала скорости с точностью до третьего при-
ближения.

Для решения поставленной задачи, на первом этапе, представим потенциал скорости:

	 2 4 6 8
0 1 2 3( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( ),t x y z t x y z t x y z t x y z Oϕ ϕ δ ϕ δ ϕ δ ϕ δ′ ′ ′ ′= + + + +  1.z z′ = + 	 (8)

Поскольку завихренность равна нулю, то согласно уравнению Лапласса, 
0xx yy z zϕ ϕ ϕ ϕ ′ ′∆ = + + =  можно записать:

	 2 2 0,xx yy z zδ ϕ ϕ ϕ ′ ′+ ∆ + = 	 (9)
1

0 0 ,hδ λ−=  1
0 0h µ−∆ =  — безразмерные параметры; 0h  — глубина жидкости, 0λ  — длина волны 

вдоль ,ox  0µ  — длина волны вдоль .oy
Пусть 0,T =  тогда, тогда граничные условия (6), (7) будут иметь вид:

	 2 2 2 ,z x yt x y
η η ηϕ δ ε δ ϕ ϕ′

 ∂ ∂ ∂
= + + ∆ ∂ ∂ ∂ 

	 (10)

	
2

1 2 2 2
2 22 0.t x y z gεϕ εϕ ε ϕ ϕ η

δ δ
−

′

 ∆
+ + + + = 

 
	 (11)

С учетом предположения 2 2 ,δ∆ =  (9)–(11) будут записаны:
	 2 ( ) 0,xx yy z zδ ϕ ϕ ϕ ′ ′+ + = 	 (12)

	 2 ,z x yt x y
η η ηϕ δ ε ϕ ϕ′

  ∂ ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ ∂  

	 (13)

	 1 2 2 2
2

12 0.t x y z gϕ ε ϕ ϕ ϕ η
δ

−
′

 + + + + = 
 

	 (14)

Зададим: потенциал скорости 0 ( , , , ) ( , , , );t x y F t x yϕ =  0 ( , , , ) ,Fu t x y
x

∂
=
∂

 0 ( , , , ) Fv t x y
x

∂
=
∂

 — 

компоненты скорости. Применительно к (12) можно записать: 2
1 0 0( ),z z xx yyϕ δ ϕ ϕ′ ′ = − +  

2
2 1 1( ),z z xx yyϕ δ ϕ ϕ′ ′ = − +  2

3 2 2( ).z z xx yyϕ δ ϕ ϕ′ ′ = − +  Откуда находим:

0 ( , , ),F t x yϕ =
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2 0 0
1

1 ,
2!

u vz
x y

ϕ
 ∂ ∂′= − + ∂ ∂ 

3 3 3 3
4 0 0 0 0

2 3 2 2 3

1 ,
4!

u v u vz
x y x x y y

ϕ
 ∂ ∂ ∂ ∂′= + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

5 5 5 5 5 5
6 0 0 0 0 0 0

3 5 4 3 2 3 2 4 5

1 2( ) .
6!

u v u v u vz
x y x x y y x x y y

ϕ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′= − + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 (15)

С учетом (15) разложение потенциала (8) можно переписать:

	
3 3 3 3

2 2 4 40 0 0 0 0 0
3 2 2 3

1 1( , , )
2! 4!

u v u v u vF t x y z z
x y x y x x y y

ϕ δ δ
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′= − + + + + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

     
5 5 5 5 5 5

6 6 80 0 0 0 0 0
5 4 3 2 3 2 4 5

1 2 ( ),
6!

u v u v u vz O
x y x x y y x x y y

δ δ
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′− + + + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

  1 ( , , ).z t x yεη′ = + 	 (16)

С учетом (16) кинематическое условие (13) и динамическое условие (14) соответственно 
могут быть записаны в следующих формах:

	
3 3 3 3

0 0 0 0 0
0 0 3 2 2 3((1 ) ) ((1 ) )

3!
k u v u vu v

t x y x y x x y y
εη εη εη
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

+ + + + − + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

	
2 5 5 5 5 5 5

0 0 0 0 0 0 0
5 4 3 2 3 2 4 5

( ) 2 0,
5!

k u v u v u v
x y x x y y x x y y

ε   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

	 (17)

    
2 4 3 3 3 3

2 20 0 0 0 0 0 0 0
0 03 2 2 3

( ) ( ) 1 ( ) 0.
2! 4! 2

k u v k u v u vF u v
t t x y t x y x x y y

ε ε η ε
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

− + + + + + + + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
	 (18)

Необходимо отметить, что в (13) сохранены члены до порядка 6 ,δ  4 ,ε  4 2 ,δ ε  а в (14) до 
порядка 4 ,δ  2;ε  в (13) и (14) выполнена замена 2

0 .kδ ε=
Продифференцируем (18) по ,x  а затем по :y

	
2 4 3 3 3 32 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 2 2 3

( ) ( )
2! 4!

u k u v k u v u v
x t x x y t x x y x x y y

ε ε   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
− + + + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

	 0 0
0 0 0,u uu v

x x y
η ε

 ∂ ∂∂
+ + + = ∂ ∂ ∂ 

	 (19)

	
2 4 3 3 3 32 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 2 2 3

( ) ( )
2! 4!

v k u v k u v u v
x t y x y t y x y x x y y

ε ε   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
− + + + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

	 0 0
0 0 0.v uu v

y x y
η ε

 ∂ ∂∂
+ + + = ∂ ∂ ∂ 

	 (20)

Поскольку течение является потенциальным, 0 0 ,v u
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 то в (19) и (20) в последнем слага-

емом была произведена замена.

Выводы

Устремим 0 0,k →  тогда (17), (19), (20), приближенные уравнения Буссинеска, примут вид 
уравнений Эйри для мелкой воды:

0 0((1 ) ) ((1 ) ) 0,u v
t x y
η εη εη∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂
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0 0 0
0 0 0,u u uu v

x x x y
η ε

 ∂ ∂ ∂∂
+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

0 0 0
0 0 0.v v uu v

x y x y
η ε

 ∂ ∂ ∂∂
+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

В последних формулах составляющие скорости являются неусредненными величинами.
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УДК 532.533

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ В КАНАЛЕ

Институт механики и машиностроения Казанского научного центра РАН

Д. А. Тукмаков

Аннотация. В данной статье проводиться численное моделирование колебаний столба 
аэрозоля в трубах на резонансных частотах. Выведена математическая модель динами-
ки гетерогенной среды-смеси с приблизительно равными массовыми долями компонент. 
Математическая модель предполагает решение полной системы уравнений динамики для 
каждой из компонент смеси. Несущая среда представляет собой вязкий, сжимаемый, те-
плопроводный газ. Дисперсная составляющая аэрозоля описывается уравнением сохра-
нения средней плотности, уравнениями сохранения компонент импульса, уравнением со-
хранения энергии. Математическая модель предполагает учёт сил взаимодействия газа и 
капель аэрозоля, в качестве таких сил рассмотрены — сила Стокса, сила Архимеда и сила 
присоединенных масс, также учитывался межкомпонентный теплообмен.
Ключевые слова: численное моделирование, газовзвеси, акустический резонатор, меж-
фазное взаимодействие.

Введение

Одной из областей математического моделирования является моделирование динамиче-
ских процессов в сплошных средах [1–16]. Частным случаем динамических процессов являют-
ся резонансные колебания столба газа в трубах и каналах [1]. Так как многие математические 
модели гидродинамики имеют нелинейный характер для интегрирования уравнений гидро-
динамики применяются численные методы. В некоторых случаях в качестве объекта модели-
рования рассматриваются течения неоднородных сред. В отличие от классической гидроди-
намики [2] в гидродинамике неоднородных сред [3] течения определяются взаимодействием 
между компонентами смеси. 

В монографии [3] представлена общая теория динамики многофазных сред.
В монографии [4] в одномерном приближении, без учета вязкости среды разработаны ма-

тематические моделии проведены численные расчеты динамики запыленных, газокапельных 
и порошковых сред. 

В монографии [5] разработаны магматические модели, численные алгоритмы моделиро-
вания и приведены результаты расчетов ударно-волновых и детонационных процессов в га-
зовзвесях металлических частиц. 

В исследовании [6] в статье численно исследуется влияние динамических процессов двух-
фазной среды на производительность башенной испарительной градирни. Математическая 
модель не учитывала двухфазный состав смеси.

В публикации [7] исследованы аэродинамические характеристики сухого инерционного пыле-
уловителя с соосными трубами. Математическая модель основана на численном решений системы 
уравнений Навье — Стокса однородной среды и не учитывала динамику дисперсных частиц.

Интерес к динамике дисперсных частиц в акустических полях связан с вопросами про-
мышленной экологии, энергетики и химической промышленности. При этом часто в иссле-
довании пренебрегается многофазным составом моделируемой среды — динамикой газа при 
исследовании массопереноса частиц или учетом влияния дисперсных частиц при описании 
потока неоднородной среды.

Применяемая в данной работе математическая модель учитывала межфазный теплообмен 
и межфазный обмен импульсом. 
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В работе исследовано влияние дисперсности частиц на параметры динамики несущей сре-
ды и дисперсных включений при колебаниях аэрозоля в закрытой трубе на частоте второго 
линейного резонанса закрытой трубы. 

Материалы и методы

Математическая модель реализовывала континуальную методику моделирования динами-
ки неоднородных сред позволяющею учесть межфазных обмен импульсом и энергией с дис-
персной фазой [4, 8–12]. 

В качестве несущей среды рассматривается сжимаемый газ, движение которого описыва-
ется системой уравнений Навье — Стокса [13, 14].

В осесимметричной системе координат в двумерном случае [14] система уравнений выгля-
дит следующим образом:

	 ( ) ( ) / ,
u v

v y
t x y

ρ ρρ ρ
∂ ∂∂

+ + = −
∂ ∂ ∂

	 (1)

	 ( ) ( ) ( ) ( )2 / ,xx xy xy x

u pu p uv uv y F
t x y x
ρ

ρ τ ρ τ ρ τ α
∂ ∂ ∂ ∂

+ + − + − = + + −
∂ ∂ ∂ ∂

	 (2)

	 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 / ,xy yy yy y

v puv v p v y F
t x y y
ρ

ρ τ ρ τ ρ τ α
∂ ∂ ∂ ∂

+ − + + − = − + + −
∂ ∂ ∂ ∂

	 (3)

	 ( ) [ ]xx xy yy xy

e T Te p u v e p v u
t x x y y

τ τ λ τ τ λ
∂  ∂ ∂ ∂ ∂   + + − − + + + − − + =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 /yy xy x y

Tv e p u y up vp Q F u u F v v
y x y

α τ τ λ α α
 ∂ ∂ ∂

= − + − − + − + + − − − − − ∂ ∂ ∂ 
 (4)

	 ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 1  0.5 ,   0.5  ,p e u v e I u vγ ρ ρ ρ= − − + = + +

	 22 ,
3xx

u D
x

τ µ ∂ = − ∂ 
  22 ,

3yy
vô = ì D
y

 ∂
− ∂ 

	 , .xy
u v u v vD
y x x y y

τ µ
 ∂ ∂ ∂ ∂

= + = + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
Здесь ,ρ  ,u  ,v  1,u  1,v  ,e  ,λ  µ  — плотность, составляющие скорости несущей и дисперсной 
среды, полная энергия, коэффициенты теплопроводности и вязкости несущей среды. Величи-
ны ,xF  ,yF  Q  — задаются законами межфазного трения и теплообмена. / ( 1)I RT γ= −  — вну-
тренняя энергия газа.

Движение дисперсной фазы описывается уравнением сохранения средней плотности [4, 
8–12], уравнениями сохранения составляющих импульса и уравнением сохранения внутрен-
ней энергии:

	 ( ) ( )1 1 1 11
1 1 / ,

u v
v y

t x y
ρ ρρ ρ

∂ ∂∂
+ + = −

∂ ∂ ∂
	 (5)

	 ( ) ( ) ( )1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 / ,x

u pu u v u v y F
t x y x
ρ

ρ ρ ρ α
∂ ∂ ∂ ∂

+ + = − + +
∂ ∂ ∂ ∂

	 (6)

	 ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1 1 1 1 / ,y

v pu v v v y F
t x y y
ρ

ρ ρ ρ α
∂ ∂ ∂ ∂

+ + = − + +
∂ ∂ ∂ ∂

	 (7)

	 ( ) ( ) ( )1
1 1 1 1 1 1 / ,

e
e u e v e v y Q

t x y
∂ ∂ ∂

+ + = − +
∂ ∂ ∂

	 (8)
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	 1 10 1 1 1,   ,pe C Tρ αρ ρ= =
где 1,T  1,e  1,ρ  α  — температура дисперсной фазы, внутренняя энергия дисперсной фазы,  
средняя плотность и объемное содержание; ,pC  10α  — теплоемкость и плотность вещества 
твердой фазы. 

Все частицы предполагаются одинакового размера и сферической формы, здесь dC  — ко-
эффициент аэродинамического сопротивления частиц [4]. 

Составляющие силы трения xF  и yF  задаются следующим образом [3]:

( ) ( ) ( )2 2
1 1 1

3
4x d

u u uF C u u v v u u u v
d t x y
α ρ αρ

 ∂ ∂ ∂
= − + − − + + + + ∂ ∂ ∂ 

1 1 1 2 2 2
1 1 1 2 20.5 ,u u u u u uu v u v

t x y t x y
αρ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

( ) ( ) ( )2 2
1 1 1

3
4y d

v v vF C u u v v v v u v
d t x y
α ρ αρ

 ∂ ∂ ∂
= − + − − + + + + ∂ ∂ ∂ 

1 1 1
1 10.5  ,v v v v v vu v u v

t x y t x y
αρ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

0.5
10 10

24 4 0.4, 
Re RedC = + +

10 1 / , M V V c= −

2 2 2 2
1 1 1,   ,V u v V u v= + = +

10 1Re / , V V dρ µ= −

Pr /  ,p= Cγ µ λ

( ) 0 55 0 33
1 10 102exp 0 459Re Pr ,. .Nu = M + .−  5

10 100 2,  0 2·10 .M Re≤ ≤ ≤ <
Температура несущей среды находится из уравнения: 2 21 / 0.5 / .( )( ( ))T e u v Rγ ρ= − + +  Вну-

тренняя энергия взвешенной в газе твердой фазы определяется как 1 1 1.pe C Tρ=
В уравнение энергии для несущей фазы входит коэффициент теплопроводности газа λ  и 

тепловой поток за счет теплообмена между газом и частицей [4]: 2
1 1( )6 / .Q Nu T T dα λ= −

Полученные системы дифференциальных уравнений в частных производных — (1)–(8) ре-
шалась явным конечно-разностным методом Мак-Кормака [13] с расщеплением по простран-
ственным направлениям [14] и схемой нелинейной коррекции [15, 16]. 

Сопоставление аналитических расчетов для однородного идеального газа с численными 
расчетами проведено в работе [12].

Результаты и их обсуждение

Рассмотрим динамику монодисперсной газовзвеси при резонансных режимах колебаний 
несущей среды в закрытой цилиндрической трубе, продольные колебания в которой воз-
буждаются поршнем, перемещающимся по гармоническому закону — рис. 1. В численных рас-
четах длина трубы составляла 1L =  м, диаметр 0.06d =  м.

Газовзвесь в начальный момент времени представляет собой смесь воздуха с равномерно 
распределенными в объеме резонатора частицами твердой фазы — сферами одинакового диа-
метра с фиксированной плотностью вещества. 

В начальный момент времени газовзвесь неподвижна, температуры фаз равны 0 10 ,T T=  за-
даны плотность воздуха, вещества дисперсной фазы и ее объемное содержание — ,α  При 
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0t =  поршень начинал движение по гармоническому закону ( ) ·sin( · ),x t a tω=  где ω  — вторая 
резонансная частота колебаний газового столба в закрытом  акустическом резонаторе, 

2  2 / ,c Lω π=  a =1 мм.

При постановке численных экспериментов задавалась плотность вещества дисперсной 
фазы — 10 1000ρ =  кг/м3 и начальная средняя плотность дисперсной фазы. В начальный мо-
мент времени и газ и частицы неподвижны, задана одинаковая температура газа и частиц — 

0 293T =  К. При расчетах на неподвижных поверхностях, в частности закрытом конце трубы 
все составляющие скоростей фаз приравнивались нулю, для остальных газодинамических 
функций задавались однородные граничные условия второго рода. На оси трубы для состав-
ляющих скорости ставились условия симметрии, для плотности, давления и температуры од-
нородные граничные условия второго рода. На поверхности поршня осевая составляющая 
скорости изменялась по гармоническому закону, радиальная составляющая скорости прирав-
нивалась нулю. 

В работе исследовано влияние объемного содержания дисперсной фазы на интенсивность 
колебаний несущей среды крупнодисперсной газовзвеси (d =200 мкм) — рис. 2, 3. Выявлено, 
что при увеличении объемного содержания дисперсной фазы уменьшается величина размаха 
продольной скорости несущей среды.

Выводы

В работе представлены результаты численного моделирования динамики газовзвеси в аку-
стическом резонаторе — закрытой трубе. Математическая модель реализовывала континуаль-

Рис. 1. Схема резонатора

Рис. 2. Продольная составляющая скорости для  размера частиц d =200 мкм, 
объемное содержание дисперсной фазы α = 0.0001
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ную методику моделирования динамики неоднородных сред, также учитывалась вязкость и 
теплопроводность несущей среды. Численные расчеты демонстрируют, что при увеличении 
объемного содержания дисперсной фазы скорость несущей среды уменьшается как для аэрозо-
лей с мелкодисперсными частицами, так и для аэрозолей с крупнодисперсными частицами. При 
этом скорость несущей среды в аэрозоле с мелкодисперсными частицами существенно меньше 
скорости несущей среды в аэрозоле с крупнодисперсными частицами. Скорость дисперсной 
фазы для мелкодисперсных аэрозолей согласуется со скоростью газа. Скорость дисперсной 
фазы крупнодисперсных частиц существенно меньше скорости несущей среды. Также расчеты 
показывают, что для малых объемных содержаний концентрирование дисперсных включений 
под действием резонансных акустических колебаний газа происходит более интенсивно. 
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